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Êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ ÷èñåë

1. Êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ ÷èñåë

ÓÄÊ 519.179.1
ÁÁÊ 22.174.2
À 95

Ïîëíîöâåòíûå ðàñêðàñêè ãèïåðãðàôîâ

Ì.Á. Àõìåäæàíîâà
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, ëàáîðàòîðèÿ ïðîäâèíóòîé

êîìáèíàòîðèêè è ñåòåâûõ ïðèëîæåíèé, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàñêðàñêà âåðøèí ãèïåðãðàôà íàçûâàåòñÿ ïîëíî-
öâåòíîé, åñëè â êàæäîì ðåáðå åñòü âåðøèíû âñåõ öâåòîâ. Ìû äî-
êàçàëè, ÷òî ïðè r ≤

√
n/(2 lnn) âñÿêèé n-ãðàô H ñ ÷èñëîì ðåáåð

|E(H)| ≤ 1
r4

(
n

lnn

) r−1
r
(

r
r−1

)n−1
äîïóñêàåò ïîëíîöâåòíóþ ðàñêðàñêó â

r öâåòîâ.

Panchromatic colorings of hypergraphs

M.B. Akhmejanova
Moscow Institute of Physics and Technology, Laboratory of Advanced Combinatorics

and Network Applications, Moscow, Russia

Ãèïåðãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðà H = (V,E), ãäå V = V (H) � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî,
íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì âåðøèí ãèïåðãðàôà, à E = E(H) � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóï-
íîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V , íàçûâàåìûõ ðåáðàìè ãèïåðãðàôà. Ãèïåðãðàô íà-
çûâàåòñÿ n-ãðàôîì, åñëè êàæäîå åãî ðåáðî ñîäåðæèò ðîâíî n âåðøèí. Îòìåòèì, ÷òî
â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 2 ìû â òî÷íîñòè ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ãðàôà.

Ðàñêðàñêà âåðøèí ãèïåðãðàôà íàçûâàåòñÿ ïîëíîöâåòíîé, åñëè â êàæäîì ðåáðå åñòü
âåðøèíû âñåõ öâåòîâ. Ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîöâåòíîé ðàñ-
êðàñêè ãèïåðãðàôà áûë ïîëó÷åíî Ýðäåøåì è Ëîâàñîì â èõ ñòàòüå [1]. Îíè äîêàçàëè
ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ðàñêðàñêè, êîãäà êàæäîå ðåáðî ïåðåñåêàåò íå áîëåå, ÷åì

rn−1

4(r − 1)n

äðóãèõ ðåáåð.Ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïðîáëåìû áûëî ñôîðìóëèðîâàíî â 2002 ãîäó
Êîñòî÷êîé [2], êîòîðûé ïîñòàâèë âîïðîñ: Êàêîâî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ðåáåð
â n-ãðàôå, êîòîðûé íå äîïóñêàåò ïîëíîöâåòíîé ðàñêðàñêè â r öâåòîâ?

Ëèòåðàòóðà

[1] P. Erd�os, L. Lov�asz. Problems and results on 3-chromatic hypergraphs and some
related questions.�In�nite and Finite SetsColloquia Mathematica Societatis Janos
Bolyai, Amsterdam: North Holland. � 1975. � 10 � P. 609-627.

[2] A. Kostochka. On a theorem of Erdos, Rubin, and Taylor on choosability of complete
bipartite graphs � Electron. J. Combin. � 2002. � 9, �1.
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Ñâåäåíèÿ îá àâòîðàõ

Àõìåäæàíîâà Ì.Á. àñïèðàíò, Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, ëàáîðà-
òîðèÿ ïðîäâèíóòîé êîìáèíàòîðèêè è ñåòåâûõ ïðèëîæåíèé, mechmathrita@gmail.com,
îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: êîìáèíàòîðèêà, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, ðàñêðàñêè ãèïåð-
ãðàôîâ.

ÓÄÊ 519.854.3
ÁÁÊ 22.183.4
Á 81

Ðàñïîçíàâàíèå öåëî÷èñëåííîñòè íà ðåëàêñàöèîííîì
ìíîãîãðàííèêå òð¼õèíäåêñíîé àêñèàëüíîé çàäà÷è î

íàçíà÷åíèÿõ

Â.À. Áîíäàðåíêî, À.Â. Íèêîëàåâ
ßðîñëàâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà, ßðîñëàâëü, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Äëÿ ðåëàêñàöèîííîãî ìíîãîãðàííèêà òð¼õèíäåêñíîé
àêñèàëüíîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ óñòàíàâëèâàåòñÿ NP-ïîëíîòà
çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà: îïðåäåëèòü, äîñòèãàåòñÿ
ëè ìàêñèìóì ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèè â öåëîé âåðøèíå ìíîãî-
ãðàííèêà.

Integer recognition on the relaxation polytope
of the axial 3-indexed assignment problem

V.A. Bondarenko, A.V. Nikolaev
P.G. Demidov Yaroslavl State University, Yaroslavl, Russia

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òð¼õèíäåêñíàÿ (òð¼õìåðíàÿ) àêñèàëüíàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ
(3-ÀÇÍ): íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

ci,j,kxi,j,k → min,

ïðè óñëîâèè, ÷òî

n∑
i=1

n∑
j=1

xi,j,k = 1, ∀k = 1, . . . , n, (1)

n∑
i=1

n∑
k=1

xi,j,k = 1, ∀j = 1, . . . , n, (2)

n∑
j=1

n∑
k=1

xi,j,k = 1, ∀i = 1, . . . , n, (3)

xi,j,k ∈ {0, 1}, ∀i, j, k = 1, . . . , n. (4)
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Êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ ÷èñåë

Òð¼õèíäåêñíàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ èìååò ìíîæåñòâî ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíå-
íèé. Â ÷àñòíîñòè, 3-ÀÇÍ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïëàíèðîâàíèè äîëãîâðåìåííûõ èíâåñòè-
öèé [13], ìàðøðóòèçàöèè òðàôèêà ñïóòíèêîâûõ ñèñòåì ñâÿçè [6] è ñîñòàâëåíèè ðàñ-
ïèñàíèÿ çàíÿòèé [10].

Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé (äâóõèíäåêñíîé) çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ, èçâåñòíî, ÷òî 3-
ÀÇÍ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [9].

Èññëåäîâàíèÿ ïîëèýäðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê òð¼õèíäåêñíîé çàäà÷è î íàçíà÷åíè-
ÿõ ïðîõîäÿò ïî äâóì îñíîâíûì íàïðàâëåíèÿì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ðàáîòàõ [7, 8, 14]
îïèñûâàþòñÿ êëàññû ôàñåò, ò.å. ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé âî âíåøíåì îïèñàíèè, öåëî-
÷èñëåííîãî ìíîãîãðàííèêà 3AP(n), êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âñåõ
öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1) � (4).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè çàìåíèòü îãðàíè÷åíèå öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ (4)
îãðàíè÷åíèåì íåîòðèöàòåëüíîñòè

xi,j,k ≥ 0, ∀i, j, k = 1, . . . , n, (5)

òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû (1) � (3), (5) îïðåäåëÿåò ðåëàêñàöèîí-
íûõ ìíîãîãðàííèê 3APLP(n) òð¼õèíäåêñíîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ. Ñòðóêòóðà ìíî-
æåñòâà íåöåëî÷èñëåííûõ âåðøèí ðåëàêñàöèîííîãî ìíîãîãðàííèêà 3APLP(n) èññëå-
äóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [4, 5].

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ âûñòóïàåò çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè (ÇÐÖ),
êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âûïóêëûé ìíîãîãðàííèêM , çà-
äàííûé ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, è ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 〈c, x〉. Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü
äîñòèãàåòñÿ ëè ìàêñèìóì ôóíêöèè 〈c, x〉 íà ìíîãîãðàííèêå M â åãî öåëîé âåðøèíå.
Â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ÇÐÖ çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ìåñòî ìåæäó êëàññè÷åñêèìè
çàäà÷àìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ (ÖËÏ).

Èçó÷åíèå ÇÐÖ áûëî ïðåäïðèíÿòî (ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå) â ðàáîòå [1], ãäå, â ÷àñò-
íîñòè, áûëà äîêàçàíà å¼ ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü äëÿ êîðíåâûõ ïîëóìåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãîãðàííèêîâ, ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷àìè áóëåâà êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ è ìàêñèìàëüíîãî ðàçðåçà. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî çàäà÷à ÖËÏ íà ýòèõ ìíîãî-
ãðàííèêàõ NP-òðóäíà [12].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êëàññîâ ìåòðè÷åñêèõ ìíîãîãðàííèêîâ è ðå-
ëàêñàöèîííûõ ìíîãîãðàííèêîâ çàäà÷è 3-âûïîëíèìîñòü îáå çàäà÷è ÇÐÖ è ÖËÏ ÿâëÿ-
þòñÿ NP-ïîëíûìè [2, 11]. Áîëåå òîãî, çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè îêàçû-
âàåòñÿ NP-ïîëíîé íà ìíîãîãðàííèêàõ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ, åñëè îãðàíè÷åíèÿ êîðíå-
âûõ ïîëóìåòðè÷åñêèõ ìíîãîãðàííèêîâ, äîïîëíèòü îäíèì ëèíåéíûì óðàâíåíèåì [3].

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ÇÐÖ íà êëàññå ðåëàêñàöèîííûõ ìíîãîãðàííèêîâ
òð¼õèíäåêñíîé àêñèàëüíîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè äëÿ êëàññà ðåëàêñàöèîííûõ
ìíîãîãðàííèêîâ 3APLP(n) òð¼õèíäåêñíîé àêñèàëüíîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé.

Ïðèíàäëåæíîñòü ÇÐÖ íà 3APLP(n) êëàññó NP óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîñòî: èñïîëü-
çóÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íàõîäèì
ìàêñèìóì ëèíåéíîé ôóíêöèè 〈c, x〉 íà 3APLP(n) è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ óáåæäà-
åìñÿ, ÷òî íà ïðåäúÿâëåííîé îðàêóëîì öåëîé âåðøèíå z çíà÷åíèå 〈c, z〉 ðàâíî ýòîìó
ìàêñèìóìó.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî NP-ïîëíàÿ çàäà÷à î òð¼õìåðíîì ñî÷åòàíèè ïîëèíîìèàëüíî
ñâîäèòñÿ ê ÇÐÖ íà 3APLP(n).
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Òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå [9]. Çàäàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà X, Y, Z, ñîäåðæàùèå
ïî n ýëåìåíòîâ, à òàêæå ìíîæåñòâî òðîåê T ⊆ X × Y × Z. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå
ïîäìíîæåñòâî M ⊆ T (òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå), ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâ X, Y
è Z âõîäèò ðîâíî â îäíó òðîéêó èç M?

Ðàññìîòðèì èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó î òð¼õìåðíîì ñî÷åòàíèè, ïîðîæä¼ííóþ íà-
áîðîì òðîåê T = {(i, j, k)}, ãäå 1 ≤ i, j, k ≤ n.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîñòðîèì èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ öåëî÷èñëåííî-
ñòè íà 3APLP(2n) ñ öåëåâîé ôóíêöèåé c = (cp,q,r : 1 ≤ p, q, r ≤ 2n), ãäå

• c2i,2j,2k = 1 äëÿ âñåõ òðîåê (i, j, k) ∈ T ;

• c2i−1,2i−1,2i−1 = c2i−1,2i,2i = c2i,2i−1,2i = c2i,2i,2i−1 = 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n;

• îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ cp,q,r ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè c ïðèâåä¼í íà Ðèñ. 1.

T =


(1, 1, 2),
(1, 2, 1),
(2, 1, 1),
(2, 2, 2),
(2, 1, 2).


⇒

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

i :

1
2

3
4

j :
1 2 3 4

k = 1

0 1 0 0
1 0 0 1

0 0 0 0
0 1 0 0

k = 2

0 0 0 0
0 0 0 1

0 0 1 0
0 0 0 1

k = 3

0 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1
0 1 1 1

k = 4

Ðèñ. 1: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà c

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî

max
x∈3APLP(2n)

〈c, x〉 = 2n.

Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîð c ñîñòîèò òîëüêî èç 0 è 1, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (1) � (3), (5), ãäå 1 ≤ i, j, k ≤ 2n, çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè 〈c, x〉 íå
ïðåâîñõîäèò 2n. Ïðè÷¼ì, ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà íåöåëî÷èñëåííîé âåðøèíå âèäà

x2i−1,2i−1,2i−1 = x2i−1,2i,2i = x2i,2i−1,2i = x2i,2i,2i−1 =
1

2
, ∀i = 1, . . . , n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå M ⊆ T ñóùåñòâóåò è |M | = n. Ðàññìîò-
ðèì öåëóþ òî÷êó z ìíîãîãðàííèêà 3APLP(2n) ñëåäóþùåãî âèäà:

• z2i,2j,2k = 1 äëÿ âñåõ òðîåê (i, j, k) ∈M ;
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• z2i−1,2i−1,2i−1 = 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n;

• îñòàëüíûå êîîðäèíàòû zi,j,k ðàâíû íóëþ.

Òîãäà, ïî ïîñòðîåíèþ,

〈c, z〉 = 2n = max
x∈3APLP(2n)

〈c, x〉,

è çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè íà ðåëàêñàöèîííîì ìíîãîãðàííèêå òð¼õèí-
äåêñíîé àêñèàëüíîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ èìååò îòâåò ¾äà¿.

Äëÿ ïðèìåðà íà Ðèñ. 1 èìååì

M = {(1, 2, 1), (2, 1, 2)} è z2,4,2 = z4,2,4 = z1,1,1 = z3,3,3 = 1.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ 〈c, x〉 äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â öåëîé
âåðøèíå z ìíîãîãðàííèêà 3APLP(2n):

max
x∈3APLP(2n)

〈c, x〉 = 〈c, z〉 = 2n.

Ðàññìîòðèì ñëîè âåðøèíû z ïî èíäåêñó k. Â êàæäîì ñëîå z èìååò ðîâíî îäíó 1.
Â íå÷¼òíûõ ñëîÿõ âåêòîðà c, òîëüêî äâå êîîðäèíàòû c2i−1,2i−1,2i−1 è c2i,2i,2i−1 íå ðàâíû
íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, z2i−1,2i−1,2i−1 = 1 èëè z2i,2i,2i−1 = 1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì,
÷òî z2i−1,2i,2i = z2i,2i−1,2i = 0. Òàêèì îáðàçîì, â ÷¼òíûõ ñëîÿõ 1 ìîãóò ñòîÿòü ëèøü íà
êîîðäèíàòàõ âèäà z2i,2j,2k, ãäå (i, j, k) ∈ T .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òðîåê M ⊆ T :

(i, j, k) ∈M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z2i,2j,2k = 1.

Ïî ïîñòðîåíèþ, òàêèõ êîîðäèíàò (òðîåê) ðîâíî n è íèêàêîé èç èíäåêñîâ íå ïîâòî-
ðÿåòñÿ äâàæäû (îãðàíè÷åíèÿ (1) � (3)). Ñëåäîâàòåëüíî, M � ýòî èñêîìîå òð¼õìåðíîå
ñî÷åòàíèå.

Ñëîæíîñòü ðàññìîòðåííîãî ñâåäåíèÿ çàäà÷è î òð¼õìåðíîì ñî÷åòàíèè ê ÇÐÖ íà
ìíîãîãðàííèêå 3APLP(2n) ïîëèíîìèàëüíà, ò.ê. ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàâíà (2n)3,
è ñâåäåíèå ñîõðàíÿåò îòâåò. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè
íà ðåëàêñàöèîííîì ìíîãîãðàííèêå òð¼õèíäåêñíîé àêñèàëüíîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Áëàãîäàðíîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðà-
öèè ÌÊ-2620.2018.1.
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ÓÄÊ 519.174.7
ÁÁÊ 22.174.2
Â 75

Îöåíêà õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà òðåõìåðíîé ñëîéêè

Â.À. Âîðîíîâ
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåíû ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû â çà-
äà÷å îá îöåíêå õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ìíîæåñòâà R3 × [0, ε]6 ïðè
ε→ 0.

An estimate of chromatic number of three-dimensional
in�nitesimal thin layer

V.A. Voronov
Adyghe State University, Maikop, Russia

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðàçìåðíîñòåé 1, 2 è 3 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè õðîìà-
òè÷åñêîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâà [1, 2]:

χ(R1) = 2;

5 ≤ χ(R2) ≤ 7;

6 ≤ χ(R3) ≤ 15.

Â ðàáîòå [3] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ìíîæåñòâà âèäà
R2 × [0, ε]2, ε→ 0, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

lim
ε→0

χ(R2 × [0, ε]2) ≥ 6.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
õîäå ðàáîòû íàä îöåíêàìè äëÿ õðîìàòè÷ñêîãî ÷èñëà ñëîÿ, ïîëó÷åííîãî êàê äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà èíôèíèòåçèìàëüíûé êóá. Èç îöåíêè [2]
ñëåäóåò, ÷òî

lim
ε→0

χ(R3 × [0, ε]k) ≤ 15.

Èç àíàëîãèè ñ äâóìåðíûì ñëó÷àåì âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ

Ãèïîòåçà 1.
lim
ε→0

χ(R3 × [0, ε]6) ≥ 10.

Ïðîìåæóòî÷íûì ðåçóëüòàòîì, íåîáõîäèìûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ, ÿâëÿåòñÿ îáùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T ∈ Rn � ïðàâèëüíûé ñèìïëåêñ, âûñîòà êîòîðîãî áîëüøå
2. Òîãäà ïðè ïðîèçâîëüíîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå Rn ñèìïëåêñ T ñîäåðæèò òî÷êó,
ïðèíàäëåæàùóþ çàìûêàíèÿìè ïî êðàéíåé ìåðå n+ 1 èç ìíîæåñòâ Ci òî÷åê, ðàñêðà-
øåííûõ â öâåò ñ íîìåðîì i.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ðàññìîòðåíèè êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ IntCi
è ïðèìåíåíèè êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà î òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè n-ìåðíîãî
êîìïàêòà.
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ÓÄÊ 519.174.7
ÁÁÊ 22.174.2
Ä 36

Ïîèñê ãðàôîâ åäèíè÷íûõ ðàññòîÿíèé ñ õðîìàòè÷åñêèì
÷èñëîì 5, âëîæåííûx â ïëîñêîñòü

Å.À. Äåðãà÷åâ
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà äè-
ñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 5, îñíîâàííûé íà
ïîñòðîåíèè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà òî÷åê êàê ñóììû Ìèíêîâñêîãî
è ïåðåáîðà çíà÷åíèé óãëà, íà êîòîðûé ïîâîðà÷èâàåòñÿ îäíà êîïèÿ
ìíîæåñòâà ïî îòíîøåíèþ ê äðóãîé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ õðîìàòè÷å-
ñêîãî ÷èñëà ãðàôà ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå çàäà÷è î ðàñêðàñêå
ãðàôà ê çàäà÷å âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ ôîðìóë. Íàéäåííûå ïðèìåðû
îòëè÷àþòñÿ îò ðàíåå èçâåñòíûõ, íî äîñòàòî÷íî áëèçêè ê íèì.

Search for 5-chromatic distance graphs embedded in R2

E.A. Dergachev
Adyghe state university, Maykop, Russia

Ïëîñêèì äèñòàíöèîííûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî � òî÷êè
ïëîñêîñòè, à ðåáðàìè ñîåäèíåíû âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà åâêëèäîâîì ðàññòîÿíèè 1.
Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà � ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ, â êîòîðîå ìîæíî ïî-
êðàñèòü âåðøèíû ýòîãî ãðàôà òàê, ÷òîáû âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðàìè, áûëè
ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ïëîñêîñòè � ìèíèìàëüíîå ÷èñ-
ëî öâåòîâ, â êîòîðîå ìîæíî ïîêðàñèòü ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû òî÷êè íà ðàññòîÿíèè 1

13



Êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ ÷èñåë

áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Òàê êàê âåðøèíû ïëîñêîãî äèñòàíöèîííîãî ãðà-
ôà ïðèíàäëåæàò ïëîñêîñòè, òî õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà ìîæíî îöåíèòü ñíèçó
õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ïëîñêîñòè [1].

Â 2018 ã. áûëè íàéäåíû ïåðâûå ïðèìåðû [2] ïëîñêèõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ õðî-
ìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 5. Â ñòàòüå [3] áûë íàéäåí ãðàô ñ ìèíèìàëüíûì èç èçâåñòíûõ
íà äàííûé ìîìåíò ÷èñëîì âåðøèí n = 553. Â ðàáîòå [5] áûëà ïðåäëîæåíà ïðèíöèïè-
àëüíî èíàÿ êîíñòðóêöèÿ ãðàôà. Äðóãèå ïðèìåðû, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ, íà òåêóùèé
ìîìåíò â ëèòåðàòóðå íå îïèñàíû. Èõ íàõîæäåíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê äàëüíåéøèì
ïðîäâèæåíèÿì â çàäà÷å î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì ëþáîå âëîæåíèå G â R2, ïðè êîòîðîì íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû ñ ðà-
öèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ïóñòü, íàïðèìåð, u ∼ v è u = (0, 0), v = (1, 0). Ïóñòü
êîîðäèíàòû îñòàëüíûõ âåðøèí îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ýòî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè
ãðàô G ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì (rigid graph) � òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé.

Ïóñòü K(G) = Q[α1, . . . , αk] � ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ àëãåáðàè÷åñêîå ðàñ-
øèðåíèå Q, ñîäåðæàùåå âñå êîîðäèíàòû âåðøèí G.

Ïðèìåðû:

1. Âåðåòåíî Ìîçåðà è ãðàô Ãîëîìáà: K(G) = Q[
√

3,
√

11];

2. de Grey: K(G) = Q[
√

3,
√

5,
√

7,
√

11];

3. M. Heule: K(G) = Q[
√

3,
√

5,
√

11];

4. G. Exoo, D. Ismailescu: K(G) = Q[
√

3,
√

11,
√

247].

Â äàííîì äîêëàäå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà äðóãèõ ïëîñêèõ äèñòàíöèîííûõ
ãðàôîâ ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 5. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü ìíîæåñòâî âåê-
òîðîâ, âåðøèíû êîòîðûõ áóäóò âåðøèíàìè äèñòàíöèîííîãî ãðàôà.

1. Ïóñòü e = (1, 0) - åäèíè÷íûé âåêòîð;

U = ϕα(e)∪ ϕ2α(e)∪ ...∪ ϕ(k−1)α(e), ãäå ϕα � ïîâîðîò íà óãîë α ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Â ñòàòüÿõ [2] è [3] â êà÷åñòâå α áåðåòñÿ ïîëîâèíà óãëà ïðè âåðøèíå
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè

√
3,
√

3 è 1.

2. Ïîâîðà÷èâàåì U íà âñåâîçìîæíûå óãëû, êðàòíûå π
3
. Òàêæå äîáàâëÿåì íóëåâîé

âåêòîð (0, 0)

V = U ∪ ϕπ
3
(U) ∪ ... ∪ ϕ 5π

3
(U) ∪ {(0, 0)}

3. W = V +V +...+V , ãäå çíàê + îçíà÷àåò ñóììó Ìèíêîâñêîãî. Íà ïðîìåæóòî÷íûõ
øàãàõ ìîæíî îòáðîñèòü ÷àñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà, íàïðèìåð, îïðåäåëèâ W
êàê ωr(V + V ) + V + ...+ V , ãäå ωr(M) = {v : v ∈M, ‖v‖ ≤ r}

4. Y = W ∪ ϕβ(W )

Â ñòàòüå [3] âûáðàíî çíà÷åíèå β = 2 arcsin 1
4
. Âåðøèíû âåêòîðîâ ìíîæåñòâà

Y ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè èñêîìîãî äèñòàíöèîííîãî ãðàôà. Âïîñëåäñòâèè ìîãóò
áûòü îòáðîøåíû âåðøèíû è ðåáðà, íå âëèÿþùèå íà õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ïàðàìåòðû øàãîâ 1-3 ôèêñèðîâàíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé β, ïðè êîòîðîì â äèñòàíöèîííîì ãðàôå, ïîñòðîåííîì
íà âåðøèíàõ èç ìíîæåñòâà Y , ïðèñóòñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå ðåáðà, ñâÿçûâàþùèå
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âåðøèíû èç W è âåðøèíû èç ϕβ(W ). Îñóùåñòâëÿÿ êîíå÷íûé ïåðåáîð, ìîæíî íàéòè
âñå ñëó÷àè, êîãäà õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî äèñòàíöèîííîãî ãðàôà áóäåò ðàâíî 5. Íàè-
áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå ñëó÷àè, êîãäà ìèíèìàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñ-
øèðåíèå ïîëÿ Q, ñîäåðæàùåå ýëåìåíòû

√
3, sinα, cosα, sin β, cos β, îòëè÷àåòñÿ îò

ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñøèðåíèÿ â èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ.
Ïðè ïîìîùè îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà áûë íàéäåí äèñòàíöèîííûé ãðàô íà

3877 âåðøèíàõ ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 5, îòëè÷íûé îò ðàññìàòðèâàâøèõñÿ ðàíåå.
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ÓÄÊ 514.17: 519.1
ÁÁÊ 22.18

Ä 65

On the (p, q)-property of Hadwiger and Debruner for lines and
planes

V.L. Dol'nikov, M.A. Didin, M.A. Grigorev
Moscow Institute of Physics and Technology (National Research Institute), Moscow,

Russia

Abstract. We discuss a problem of Ramsey type for con�gurations of
lines and points and its connections to the (p, q)-problem of Hadviger
and Debrunner.

De�nition. Let V be a �nite set of points in the plane, letm, n be integers withm,n ≥ 3.
Denote by RL(m,n) the minimal number N such that if a point set V in the plane has at
least N elements, then V contains either an m-element subset in one line or an n-element
subset in general position (every three points of the the subset do not belong to one line).

Let us note that R(m,n; 3) ≥ RL(m,n), where R(m,n; 3) is the Ramsey number for
triples.

The notion of a (p, q)-property was initially introduced by Hugo Hadwiger and Hans
Debrunner (1957) for families of convex subsets in Rd in connection with the investigation
of the Helly and Helly�Gallai numbers of these families.

De�nition. Standard (p, q)-property] Let p and q be integers such that p ≥ q ≥ 2.
We say that a family of sets F has the (p, q)-property provided F has at least p members,
and among every p members some q have a common point.

It is possible to give a dual de�nition for points and lines:
(p, q)-property for collinearity] Let p and q be integers such that p ≥ q ≥ 3. We say

that a point set V has a (p, q)-property provided V has at least p points, and among every
p points some q points belong to a single line.

Let us note that a point set V with |V | ≥ p does not contain p points in a general
position if and only if V has the (p, 3)�property.

We start from proving the following:
Theorem. Suppose p ≥ 3 is an integer and a family of points V has the (p, 3)�property,

then

• If p = 4 then we can delete one point so that the remaining points are on one line.

• If p = 5 and |V | ≥ 17 then all points of V belong to some two lines.

• If p = 6 and |V | ≥ 56 then we can delete one point so that the remaining points
belong to some two lines.

Theorem. (Dual theorem) Suppose p ≤ 6 is a positive integer and a family of com-
binatorial lines F has the (p, 3)�property. Then there exists a point set U such that
|U | ≤ p− 2 and ` ∩ U 6= ∅ for all lines ` ∈ F .

Theorem.

• If m ≥ (2k − 1)(2k2 − 5k + 2) + 3 then RL(m, 2k) = (k − 1)(m− 1) + 2.
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• If m ≥ k(2k − 1)(2k − 3) + 3 then RL(m, 2k + 1) = k(m− 1) + 1.

ÓÄÊ 519.179.1
ÁÁÊ 22.174.2
Ê 44

Öâåòíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ â k-äîëüíûõ ãèïåðãðàôàõ

Ñ.Ã. Êèñåëåâ
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

À.Á. Êóïàâñêèé
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Ìîñêâà, Ðîññèÿ;

IAS Princeton

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò: Ïóñòü n ≥ s > 470 è k ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Åñëè
F1, . . . ,Fs ⊂ [n]k óäîâëåòâîðÿþò mini |Fi| > (s−1)nk−1, òî íàéäóò-
ñÿ F1 ∈ F1, . . . , Fs ∈ Fs òàêèå, ÷òî Fi∩Fj = ∅ äëÿ âñåõ 1 ≤ i < j ≤ s.

Rainbow matchings in k-partite hypergraphs

S. Kiselev
Moscow Institute of Physics and Technology, Moscow, Russia

A. Kupavskii
Moscow Institute of Physics and Technology, Moscow, Russia; IAS Princeton

Ïóñòü [n] := {1, . . . , n}. Â ñâîåé ðàáîòå Ààðîíè è Õîâàðä âûäâèíóëè ñëåäóþùóþ
ãèïîòåçó [1]:

Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü n ≥ s è k ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Åñëè F1, . . . ,Fs ⊂ [n]k

óäîâëåòâîðÿþò mini |Fi| > (s − 1)nk−1, òî íàéäóòñÿ F1 ∈ F1, . . . , Fs ∈ Fs òàêèå, ÷òî
Fi ∩ Fj = ∅ äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i < j ≤ s.

Â ñâîåé ðàáîòå Ààðîíè è Õîâàðä ïîêàçàëè, ÷òî ãèïîòåçà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ k = 2, 3.
Çàòåì, Ëó è Þ [3] äîêàçàëè å¼ äëÿ n > 3(s− 1)(k− 1). Â äàííîé ðàáîòå ìû äîêàçàëè
ãèïîòåçó 1 äëÿ âñåõ s > s0.

Òåîðåìà 1. Ãèïîòåçà 1 âåðíà äëÿ âñåõ s > s0 = 470.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îïèðàåòñÿ íà èäåþ, ÷òî ðàçìåð ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî
ñåìåéñòâà ñî ñëó÷àéíûì ïàðîñî÷åòàíèåì ñèëüíî ñêîíöåíòðèðîâàí ðÿäîì ñ ìàòîæè-
äàíèåì. Ýòîò ïîäõîä áûë ïðèìåí¼í âòîðûì àâòîðîì â ðàáîòå [2] â êîíòåêñòå ãèïîòåçû
Ýðä¼øà î ïàðîñî÷åòàíèÿõ.
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ÓÄÊ 519.174.7
ÁÁÊ 22.174.2
Ê 72

Êîíòðïðèìåðû ê ãèïîòåçå Áîðñóêà íà ñôåðå

Î.À. Êîñòèíà
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò), Ìîñêâà,

Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Êëàññè÷åñêàÿ ãèïîòåçà Áîðñóêà ñîñòîèò â óòâåð-
æäåíèè, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî äèàìåòðà 1 â ïðîñòðàíñòâå Rd

ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà d+ 1 ÷àñòü ìåíüøåãî äèàìåòðà. Äàííàÿ
ãèïîòåçà áûëà îïðîâåðãíóòà äëÿ d > 64. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå ãèïîòåçû Áîðñóêà íà ñëó÷àé ñôåðû Sd−1

r .
Â ÷àñòíîñòè, èçó÷àåòñÿ âåëè÷èíà fr(d), îïðåäåëÿåìàÿ êàê ìèíè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé äèàìåòðà ìåíüøå 1, íà êîòîðîå ìî-
æåò áûòü ðàçáèòî âñÿêîå ìíîæåñòâî A ⊂ Sd−1

r äèàìåòðà 1. Â
ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå íèæíèå îöåíêè äàííîé âåëè÷èíû, îñíîâàí-
íûå íà ïðèìåíåíèè ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêîãî ìåòîäà è óëó÷øàþùèå
îöåíêè ïðåäûäóùèõ àâòîðîâ.

Counterexamples to Borsuk's conjecture on a sphere
O.A. Kostina

Moscow Institute of Physics and Technology, Moscow, Russia
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Îäíó èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðîáëåì â êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè ñôîðìóëèðîâàë
â 1933 ãîäó Ê. Áîðñóê (ñì. [1]�[3]), ïîñòàâèâ ñëåäóþùèé âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî âñÿêîå
ìíîæåñòâî A ⊂ Rd êîíå÷íîãî äèàìåòðà ìîæíî ðàçáèòü íà ÷àñòè A1, . . . , Ad+1 ñòðîãî
ìåíüøåãî äèàìåòðà?

Â 1993 Êàí è Êàëàè îïðîâåðãëè äàííóþ ãèïîòåçó äëÿ d = 2015 è äàæå ïîêàçà-
ëè íå÷òî áîëüøåå (ñì. [4]). Ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ âñÿêîãî A ⊂ Rd

ðàññìîòðèì âåëè÷èíó f(A), ïîêàçûâàþùóþ, íà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé
ìåíüøåãî äèàìåòðà ìîæåò áûòü ðàçáèòî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî A:

f(A) = min{f : A = A1 ∪ . . . ∪ Af , diamAi < diamA},

è âåëè÷èíó f(d), êîòîðàÿ ãîâîðèò î òîì, íà êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé
ìåíüøåãî äèàìåòðà ìîæåò áûòü ðàçáèòî âñÿêîå ìíîæåñòâî äèàìåòðà 1:

f(d) = max
A⊂Rd,diamA=1

f(A).

Â òàêèõ òåðìèíàõ ãèïîòåçà Áîðñóêà ôîðìóëèðóåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî: f(d) = d + 1.
Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, Êàí è Êàëàè íå òîëüêî îïðîâåðãëè äàííóþ ãèïîòåçó, íî è
ïîêàçàëè, ÷òî âåëè÷èíà f(d) ðàñòåò ñóáýêñïîíåíöèàëüíî ïðè d→∞:

f(d) > (1.203 . . .+ o(1))
√
d.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò èçâåñòíî, ÷òî ãèïîòåçà Áîðñóêà íåâåðíà ïðè d > 64 (ñì.
[5]) è, êàê áûëî óêàçàíî âûøå, âåðíà ïðè d 6 3 (òî÷íàÿ ãðàíèöà, êîãäà ãèïîòåçà
ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé, äî ñèõ ïîð íå íàéäåíà). ×òî æå êàñàåòñÿ âåëè÷èíû f(d) ïðè
d → ∞, òî çàçîð ìåæäó íèæíåé è âåðõíåé îöåíêàìè ïî-ïðåæíåìó êîëîññàëåí (ñì.
[6], [8]):

(1.2255 . . .+ o(1))
√
d 6 f(d) 6 (1.224 . . .+ o(1))d.

Ïðàêòè÷åñêè âñå êîíòðïðèìåðû ê ãèïîòåçå Áîðñóêà ñòðîÿòñÿ íà îñíîâàíèè ìíî-
æåñòâà, ëåæàùåãî íà ñôåðå ðàäèóñà, áëèçêîãî ê 1/

√
2. Ïîýòîìó äîâîëüíî åñòåñòâåí-

íûì îáîáùåíèåì ãèïîòåçû Áîðñóêà áóäåò åå ïåðåíåñåíèå íà ñôåðó Sd−1
r ïðîèçâîëü-

íîãî ðàäèóñà r â ïðîñòðàíñòâå Rd. Ïî àíàëîãèè ñ âåëè÷èíîé f(d) ìû ìîæåì ââåñòè
âåëè÷èíó fr(d):

fr(d) = max
A⊂Sd−1

r ,diamA=1
f(A).

Äàííîå îáîáùåíèå áûëî ðàññìîòðåíî â ðàáîòå [7]. Â ýòîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ ñôåðû ãèïîòåçà Áîðñóêà òàêæå ìîæåò áûòü îïðîâåðãíóòà, è, áîëåå òîãî, ïîðÿäîê
ðîñòà âåëè÷èíû fr(d) òàêæå ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî r > 1/2 ñóùåñòâóþò k = k(r) ∈ N, c = c(r) > 1 è
ôóíêöèÿ δ = δ(d) = o(1) òàêèå, ÷òî

fr(d) > (c+ δ)
2k√
d. (1)

Õîòÿ äàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà fr(d) ðàñòåò ñóùåñòâåííî áûñòðåå,
÷åì d + 1, êîíñòàíòà â îñíîâàíèè îöåíêè (1), ïî-âèäèìîìó, äàëåêà îò îïòèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ. Íàøåé öåëüþ áóäåò óëó÷øåíèå îöåíêè òåîðåìû 1.

Íàèáîëåå ïðîñòàÿ èäåÿ óëó÷øåíèÿ îöåíêè Êóïàâñêîãî�Ðàéãîðîäñêîãî ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èñïîëüçóþòñÿ (−1, 1)-âåêòîðû ñ ðàâíûì
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êîëè÷åñòâîì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàò, ïîýòîìó ëîãè÷íûì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíûå äîëè åäèíèö è ìèíóñ åäèíèö.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûé íàìè ðåçóëüòàò, ââåäåì ðÿä íåîáõîäè-
ìûõ îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü r > 1/2 � ðàäèóñ ñôåðû. Çàäàäèì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà
k′1 > k′−1, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ k′1 + k′−1 = 1, ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî α, à òàêæå ôóíêöèþ g′(k) = 1/2− (k′1− k′−1)2k/2 (ñ÷èòàÿ ÷èñëà k′1 è k

′
−1 ôèêñè-

ðîâàííûìè, ìû îïóñêàåì çàâèñèìîñòü îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ). Îïðåäåëèì íàòóðàëüíîå
÷èñëî k èç ñîîòíîøåíèÿ

k = min

{
k′ ∈ N :

(α− 1)2 + 4αg′(k′) + 2k′

8k′
< r2

}
.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì, ïîñêîëüêó r > 1/2, à âûðàæåíèå, ñòîÿùåå
â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ñòðåìèòñÿ ê 1/4 ïðè k′ →∞. Çàäàäèì

n = max{m : m ≡ 0 (mod 4),
2k∑
i=0

Ci
m < d}

Îáîçíà÷èì k1 = [k′1n], k−1 = n− k1.
Äàëåå, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u(a):

u(a) =
(α + 1)2g′(k) + (α− 1)2(1− g′(k)) + 2ka2k−1

2 + 4ka2k−1 + (4k − 2)a2k
.

Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1], ïðè ýòîì â ñèëó îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðà k

u(1) =
(α− 1)2 + 4αg′(k) + 2k

8k
< r2.

Çàìåòèì, ÷òî u(0) = (α − 1)2 + 4αg′(k), è äîïóñòèì, ÷òî u(0) > r2. Â òàêîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå u(a) = r2 èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì a0 ∈ (0, 1) ìè-
íèìàëüíîå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ. Íàêîíåö, ïóñòü a ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, áîëüøåå a0n, ïðè êîòîðîì p = a/4+n/4 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì. Îáîçíà÷èì
p′ = a0/4 + 1/4. ßñíî, ÷òî p ∼ p′n.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü r > 1/2 � ðàäèóñ ñôåðû Sd−1
r , à âåëè÷èíû k′1, k

′
−1, k è p

′ îïðå-

äåëåíû âûøå. Ïðè 0 6 y 6 x 6 1 îïðåäåëèì âûðàæåíèå cyx =
xx

yy(x− y)x−y
(çäåñü ïðè

íåîáõîäèìîñòè ôîðìàëüíî 00 = 1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

fr+ε(d) >

(
c
k′1
1

cp
′

1

+ o(1)

) 2k
√
d·(2k)!

.

Çàìåòèì, ÷òî îò ε â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2 ìîæíî èçáàâèòüñÿ, íî ýòî òðåáóåò
çíà÷èòåëüíî áîëåå ãðîìîçäêèõ ôîðìóëèðîâîê, à íà ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòàõ íå îòðà-
çèòñÿ.

Ñëåäóþùàÿ èäåÿ óëó÷øåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàñøèðèòü êëàññ âåêòî-
ðîâ, íà êîòîðûõ ñòðîèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî, à èìåííî, èñïîëüçîâàòü (−1, 0, 1)-âåêòîðû.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà áëèçêà ê èäåå äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 2.

20



III Îñåííèå ìàòåìàòè÷åñêèå ÷òåíèÿ â Àäûãåå

Òåîðåìà 3. Ïóñòü r > 1/2 � ðàäèóñ ñôåðû Sd−1
r , ïàðàìåòð κ ∈ [0, 1/2] (äàííûé

ïàðàìåòð ñîîòâåòñòâóåò ñóììå k′1 + k′−1 = 2k′1). Îïðåäåëèì íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è k
èç ñîîòíîøåíèé

n = max{m : m ≡ 0 (mod 4),
∑

i1+2i262k

Ci1
mC

i2
m−i1 < d},

k = min

{
k′ ∈ N :

κ2k′ + 2k′κ

2κ2k′ + 4kκ+ (4k − 2)
< r2

}
(2)

è ââåäåì ôóíêöèþ

u(a) =
κ2k + 2kκa2k−1

2κ2k + 4kκa2k−1 + (4k − 2)a2k
.

Ïîâòîðÿÿ ñîîáðàæåíèÿ, ïðåäâàðÿþùèå ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 2, ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâ-
íåíèå u(a) = r2 èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí êîðåíü íà îòðåçêå [0, 1] (îòìåòèì, ÷òî
â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå u(0) > r2 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè). Îáîçíà÷èì ìèíè-
ìàëüíûé ñðåäè òàêèõ êîðíåé a0. Îïðåäåëèì a êàê ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå a0n,
ïðè êîòîðîì p = a + κn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì, è îáîçíà÷èì p′ = a0 + κ. ßñíî,
÷òî p ∼ p′n.

Òîãäà

fr(d) >

 c
κ/2
1 c

κ/2
1−κ/2

max
(m′1,m

′
2)∈B′

c
m′1
1 c

m′2
1−m′1

+ o(1)


2k
√
d·(2k)!

, (3)

ãäå
B′ = {(m1,m2) : m1 +m2 6 1, m1 + 2m2 6 p′}.

Îòìåòèì, ÷òî ó äàííîé òåîðåìû åñòü áîëåå îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà, ñõîæàÿ ñ ôîð-
ìóëèðîâêîé òåîðåìû 2. Ìû æå äàåì åå â óïðîùåííîé ôîðìå, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
îïòèìàëüíîìó âûáîðó ïàðàìåòðîâ.

Ðàçóìååòñÿ, íàèáîëåå âàæíûì ïàðàìåòðîì â ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòàõ ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèÿ k(r), ïîñêîëüêó èìåííî îíà îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ðîñòà îöåíêè. Äî-
âîëüíî î÷åâèäíî, ÷òî åñëè k1(r) < k2(r), òî ôóíêöèÿ (c1 + δ)

2k1
√
d ðàñòåò áûñòðåå

ôóíêöèè (c2 + δ)
2k2
√
d ïðè d→∞ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé êîíñòàíò c1 è c2. Ôóíêöèÿ k(r)

â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, íàïðèìåð, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k = k(r) = min

{
k′ ∈ N : r2 >

2k′ + 1

8k′

}
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè
√

3/8 < r äàííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ðàâíà 1, ïðè
√

5/16 < r 6√
3/8 ìû ïîëó÷èì k(r) = 2, è òàê äàëåå. Ïðè ýòîì êîíñòàíòû â îñíîâàíèè ýêñïîíåíòû

â îöåíêàõ êîððåêòíî ñðàâíèâàòü òîëüêî íà îäèíàêîâûõ �ó÷àñòêàõ� (òî åñòü ïðè îäè-
íàêîâûõ k), è, áîëåå òîãî, äîâîëüíî ëîãè÷íûì êàæåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âáëèçè
�ñòóïåíåê� âèäà

√
(2k′ + 1)/(8k′), ãäå k′ ∈ N, ìû ïîëó÷èì ïàäåíèå êîíñòàíòû c. Îêà-

çàëîñü, ÷òî â îöåíêàõ òåîðåì 2 è 3 âåëè÷èíà k(r) ñîâïàäàåò ñ ïîäîáíîé ôóíêöèåé â
ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1, ïîýòîìó äëÿ ñðàâíåíèÿ îöåíîê äàííûõ òåîðåì äîñòàòî÷íî
ñðàâíèâàòü êîíñòàíòó â îñíîâàíèè ýêñïîíåíòû.

Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ìû âûÿñíèëè, ÷òî â îöåíêå òåîðåìû 2 îï-
òèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ α = 0 è k′1 = k′−1, ÷òî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò
ñëó÷àþ òåîðåìû 1. Ïðè ýòîì, îäíàêî, íàì óäàëîñü óëó÷øèòü äàííûé ðåçóëüòàò çà
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ñ÷åò áîëåå òî÷íîãî ïîäñ÷åòà ðàçìåðíîñòè ñôåðû, íà êîòîðîé ëåæèò ñîâîêóïíîñòü
âåêòîðîâ, äàþùàÿ êîíòðïðèìåð.

Â òàáëèöå íèæå ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå êîíñòàíò â îñíîâàíèè ýêñïîíåíòû èç îöåíîê
òåîðåìû Êóïàâñêîãî�Ðàéãîðîäñêîãî è íîâûõ òåîðåì 2 è 3. Ñòðîêè òàáëèöû îòâå÷àþò
çíà÷åíèÿì ðàäèóñà r â ïðåäåëàõ îò 0.51 äî 1/

√
2, ïðè÷åì îáëàñòü áîëüøèõ ðàäèó-

ñîâ äåòàëèçèðîâàíà. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè k(r) â ôîðìóëèðîâêàõ äàííûõ
òåîðåì ñîâïàäàþò ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ, ïîýòîìó ìû óêàçûâàåì åå
çíà÷åíèå ëèøü â îäíîì ñòîëáöå. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ìû òàêæå óêàçûâàåì çíà÷åíèå
îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà κ èç òåîðåìû 3. Æèðíûì øðèôòîì âûäåëåíà íàèëó÷øàÿ
äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ r îöåíêà. Èç ýòîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî òåîðåìà 2, èñïîëüçóþùàÿ
(−1, 1)-âåêòîðû, âñåãäà ïðåâîñõîäèò îöåíêó Êóïàâñêîãî�Ðàéãîðîäñêîãî âîçâåäåíèåì
â ñòåïåíü 2k

√
(2k)!. Ïðè ýòîì âáëèçè r = 1/

√
2 îêàçûâàåòñÿ ñòàíîâèòñÿ âûãîäíåå èñ-

ïîëüçîâàòü (−1, 0, 1)-âåêòîðû, è òåîðåìà 3 îêàçûâàåòñÿ ñèëüíåå òåîðåìû 2.

r k(r) Òåîðåìà 1 Òåîðåìà 2 Òåîðåìà 3 Îïòèìàëüíîå κ

0.510 13 1.0000005 1.0000052 1.0000000 �

0.520 7 1.0000140 1.0000845 1.0000000 �

0.530 5 1.0000766 1.0003468 1.0000000 �

0.540 4 1.0002384 1.0008978 1.0000000 �

0.550 3 1.0002980 1.0008924 1.0000000 �

0.560 2 1.0000043 1.0000094 1.0000000 �

0.570 2 1.0004968 1.0010999 1.0000000 �

0.580 2 1.0016989 1.0037642 1.0000000 �

0.590 2 1.0034858 1.0077317 1.0000000 �

0.600 2 1.0057660 1.0128070 1.0000000 �

0.610 2 1.0084779 1.0188611 1.0000000 �

0.620 1 1.0006819 1.0009645 1.0000000 �

0.630 1 1.0035464 1.0050190 1.0000000 �

0.640 1 1.0085262 1.0120792 1.0000000 �

0.650 1 1.0155692 1.0220889 1.0000000 �

0.660 1 1.0247235 1.0351425 1.0000000 �

0.670 1 1.0361867 1.0515566 1.0000000 �

0.675 1 1.0429135 1.0612237 1.0051568 0.49

0.680 1 1.0504288 1.0720547 1.0211042 0.49

0.685 1 1.0588895 1.0842866 1.0391555 0.49

0.690 1 1.0685623 1.0983206 1.0603233 0.47

0.695 1 1.0799356 1.1148892 1.0861596 0.49

0.700 1 1.0941122 1.1356430 1.1189050 0.43

0.701 1 1.0975025 1.1406228 1.1267955 0.43

0.702 1 1.1011791 1.1460302 1.1353528 0.43

0.703 1 1.1052291 1.1519956 1.1447820 0.43

0.704 1 1.1097975 1.1587355 1.1554241 0.43

0.705 1 1.1151616 1.1666639 1.1679301 0.43

0.706 1 1.1220065 1.1768039 1.1839439 0.42

0.707 1 1.1397535 1.2032138 1.2127397 0.42

1/
√
2 1 1.1397535 1.2032138 1.2255790 0.42

Òàáëèöà 1: Ñðàâíåíèå îöåíîê òåîðåì 1, 2 è 3
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Î õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñëàõ ãðàôîâ, èíäóöèðîâàííûõ
ðàçáèåíèÿìè ñôåðû íà îáëàñòè Âîðîíîãî

È.Ï. Ìîðîçîâ, Â.À. Âîðîíîâ
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ïóñòü S2(r) � äâóìåðíàÿ ñôåðà ñ ìåòðèêîé, èíäó-
öèðîâàííîé âëîæåíèåì â R3 è χ(S2(r)) íàèìåíüøååå ÷èñëî öâåòîâ,
â êîòîðîå ìîæíî ðàñêðàñèòü ñôåðó ïðè óñëîâèè, ÷òî ëþáûå äâå
òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ íà åäèíè÷íîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, èìå-
þò ðàçíûå öâåòà. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî íàèëó÷øàÿ âîçìîæíàÿ
îöåíêà ñâåðõó, îñíîâàííàÿ íà ðàñêðàñêå íåêîòîðûõ îáëàñòåé, ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì r èìååò âèä χ(S2(r)) ≤ 8.

I. P. Morozov, V.A. Voronov
Adyghe State University, Maikop, Russia

Â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Íåëüñîíà-Ýðä¼øà-Õàäâèãåðà î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïëîñ-
êîñòè îöåíêà ñâåðõó îñíîâàíà íà ðàñêðàñêå çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè øåñòèóãîëüíèêàìè.
Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íóþ ðàñêðàñêó ñôåðû äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà?
Â äàííîì äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî ðàñêðàñîê, ïîëó÷åííûõ êàê ðàçáèåíèå
ñôåðû íà îáëàñòè Âîðîíîãî äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Òîìñîíà î ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëà
ñèñòåìû òî÷åê. Ïóñòü S2(r) ∈ R3 � ñôåðà ðàäèóñà r, è ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
x, y ∈ S2(r) èíäóöèðîâàíî åâêëèäîâîé ìåòðèêîé â R3. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òðå-
áóþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ, ìû ïîëàãàåì, ÷òî öåíòð ñôåðû íàõîäèòñÿ â
íà÷àëå êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî, ÷òî S2(r) çàâèñèò îò r: åñëè r < 1/2, òî χ(S2(r)) = 1, â
òî æå âðåìÿ S2(1/2) = 2 (ïîäõîäèò ëþáàÿ ðàñêðàñêà, â êîòîðîé äèàìåòðàëüíî ïðîòè-
âîïîëîæíûå òî÷êè èìåþò ðàçíûé öâåò). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè r > 1/2 âûïîëíåíî
χ(S2(r)) > 2 (â ñàìîì äåëå, ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòèíóàëüíûé ãðàô G(S2(r); 1) ñîäåð-
æèò íå÷åòíûé öèêë, äëÿ ðàñêðàñêè êîòîðîãî íåîáõîäèìû ïî êðàéíåé ìåðå 3 öâåòà).
Â ñòàòüå [2], êðîìå òîãî, ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

χ

(
S2

(
1√
2

))
= 4,

χ(S2(r)) ≥ 4, r >
1√
3
.

Èç íåðàâåíñòâà χ(R3) ≤ 15 ñëåäóåò, ÷òî

∀r > 0 χ(S2(r)) ≤ 15,

íî ðàçóìååòñÿ, ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ãðóáîé.
Ïóñòü x1, x2, . . . , xm ∈ S2(r), è çàäàíî ðàçáèåíèå íà îáëàñòè Âîðîíîãî

S2(r) =
m⋃
i=1

Vi,
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Vi = {y ∈ S2(r) : ‖y − xj‖ ≥ ‖y − xi‖, 1 ≤ j ≤ n, j 6= i},

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî DiamVi < 1, íî Diam(Vi
⋃
Vj) > 1 (ò.å. ìû íå ðàññìàò-

ðèâàåì ðàçáèåíèå íà îáëàñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû ñ ñîñåäíèìè). Êðîìå
òîãî, äëÿ ëþáûõ òî÷åê u, v ∈ S2(r) òàêèõ, ÷òî ‖u− v‖ = 1 âûïîëíåíî óñëîâèå

c(u) 6= c(v), (1)

ãäå c(u) � öâåò òî÷êè u.
Îáîçíà÷èì G ãðàô òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, äâîéñòâåííîé ê äàííîé äèàãðàììå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ èç îáëàñòåé Âîðîíîãî ïîêðàøåíà â íåêîòîðûé öâåò, è
ýòà ðàñêðàñêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1). Ðàñêðàñèì âåðøèíû G â öâåòà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îáëàñòåé.

Óòâåðæäåíèå 1. Öâåòà ñìåæíûõ âåðøèí G ðàçëè÷íû.

Óòâåðæäåíèå 2. Öâåòà âåðøèí G, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè 2, ðàçëè÷íû.

Ïîñêîëüêó äèàìåòð ëþáîé îáëàñòè íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, ðàññòîÿíèå ìåæäó
îáëàñòÿìè, èìåþùèìè îáùåãî ñîñåäà, ìåíüøå åäèíèöû. �

Ïóñòü G2 � êâàäðàò ãðàôà G, ò.å. ãðàô, â êîòîðîì ìíîæåñòâî âåðøèí ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí G, à ê ðåáðàì èç G äîáàâëåíû ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû,
êîòîðûå â ãðàôå G íàõîäèëèñü íà ðàññòîÿíèè 2 (â ñìûñëå äëèíû ïóòè â ãðàôå).
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè äèàãðàììû Âîðî-
íîãî â k öâåòîâ íåîáõîäèìî, ÷òîáû χ(G[2]) ≤ k.

Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó Vi è Vj, i 6= j ìåíüøå åäèíèöû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ñìåæíû â G2, òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñêðàñêè.

Íàçîâåì äåôåêòîì âåðøèíû v ∈ V (G) ÷èñëî δ(v) = 6 − deg(v). Ñëåäñòâèåì èç
ôîðìóëû Ýéëåðà äëÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 4.
∑
δ(vi) = 12.

Â ÷àñòíîñòè, ãðàô G ìîæåò ñîäåðæàòü 12 âåðøèí ñòåïåíè 5 è ñêîëü óãîäíî áîëü-
øîå ÷èñëî âåðøèí ñòåïåíè 6.

Ìíîæåñòâà òî÷åê {xi}, ïðèâîäÿùèå ê ïîäîáíûì òðèàíãóëÿöèÿì, âîçíèêàþò êàê
ðåøåíèÿ òðóäîåìêèõ çàäà÷ ìíîãîìåðíîé îïòèìèçàöèè: çàäà÷è Òîìïñîíà (î ìèíèìè-
çàöèè ïîòåíöèàëà ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ íà ñôåðå) è çàäà÷è î ñôåðè÷å-
ñêèõ êîäàõ (ìàêñèìèçàöèÿ ìèíèìàëüíîãî èç ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé). Îñîáûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò ðåøåíèÿ, îáëàäàþùèå èêîñàýäðàëüíîé ñèììåòðèåé (ðèñ. 1).

Òàêèå ðåøåíèÿ ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ïàðîé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (p, q), ãäå p è
q îçíà÷àåò äëèíû ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà íà òðåóãîëüíîé ñåòêå, ïðîòèâîïîëîæíûå
(îñòðûå) óãëû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â áëèæàéøèõ äðóã ê äðóãó âåðøèíàõ ñòåïåíè
5. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô T (p, q).

Ëåììà 1. Ïóñòü G ñîäåðæèò òàêóþ âåðøèíó v ñòåïåíè 5, ÷òî êàæäàÿ èç ñìåæíûõ
ñ íåé âåðøèí èìååò ñòåïåíü 6. Òîãäà χ(G[2]) ≥ 8. Â ÷àñòíîñòè, ïðè p ≥ 1, q ≥ 1
âûïîëíåíî

χ(T [2](p, q)) ≥ 8.

25



Êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ ÷èñåë

Òåîðåìà 1. Ïóñòü r > r0. Òîãäà äëÿ ðàñêðàñêè îáëàñòåé äèàãðàììû Âîðîíîãî
ïîòðåáóåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 8 öâåòîâ.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà:
0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà â 7 öâåòîâ. Òîãäà íåò îáëàñòè ñ 7 èëè

áîëåå ñòîðîíàìè (äëÿ ðàñêðàñêè åå 1-îêðåñòíîñòè ïîòðåáóåòñÿ 8 öâåòîâ).
1. Òîãäà èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî íå ìîæåò áûòü 5-óãîëüíèêà, îêðóæåííîãî 6-

óãîëüíèêàìè. (Âåðíî ëè ýòî äëÿ âåðøèí äâîéñòâåííîãî ãðàôà ñòåïåíè 3 è 4? Â ëþáîì
ñëó÷àå, èõ íå ìîæåò îêðóæàòü ïîëîñà èç 6-óãîëüíèêîâ øèðèíû 4.)

2. Ðàññìîòðèì ïîäãðàôû, îáðàçîâàííûå âåðøèíàìè ñòåïåíè ìåíüøå 6. Åñëè îá-
ùèé äåôåêò êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìåíüøå 6, òî âîêðóã ýòîé êîìïîíåíòû ðàñêðàñêó
6-óãîëüíîãî çàìîùåíèÿ íåâîçìîæíî �ñêëåèòü� ñ ñîáîé (ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè ïîëó÷èòñÿ öèëèíäð).

3. Åñëè îáùèé äåôåêò ðàâåí 6, òî îöåíèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ ñôåðû, ïðè
êîòîðûì ýòî âîçìîæíî (÷åðåç äëèíó �ïîÿñà� èç 6-óãîëüíèêîâ).

Ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîãî ïåðåáîðà, îñíîâàííîãî íà ïðåîáðàçîâàíèè ê çàäà÷å
áóëåâîé âûïîëíèìîñòè (Boolean Satisiability Problem, SAT), áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþ-
ùèå ðåçóëüòàòû:

Óòâåðæäåíèå 5.

χ(T [2](1, 1)) = 8;

χ(T [2](2, 1)) = 9;

χ(T [2](2, 2)) = 8.

Âîïðîñ 1. Âåðíî ëè, ÷òî ∀p ≥ 1,∀q ≥ 1 χ(T 2(p, q)) ≤ 9?

Âîïðîñ 2. Âåðíî ëè, ÷òî ∀p ≥ 1 χ(T [2](p, p)) = 8?
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Î ïåðå÷èñëåíèè äâóäîëüíûõ è 4-õðîìàòè÷åñêèõ ëàìàíîâûõ
ãðàôîâ

A.Ì. Íåîïðÿòíàÿ
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîäñ÷åòå ëàìàíîâûõ
(ìèíèìàëüíî æåñòêèõ) ãðàôîâ íà n âåðøèíàõ ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà. Èçâåñòíî, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî òàêîãî ãðàôà
ìîæåò áûòü ðàâíî 2, 3 èëè 4. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðå-
çóëüòàòû î ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäêëàññàõ ëàìàíîâûõ ãðàôîâ.

On the enumeration of bipartite and 4-chromatic Laman graphs
A.M. Neopryatnaya

Adyghe State University, Maikop, Russia

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîäñ÷åòå ÷èñëà ëàìàíîâûõ ãðàôîâ [1, 2, 3] ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà è ðàçáèåíèè ýòèõ ãðàôîâ íà òðè ïîäêëàññà â çàâèñèìîñòè
îò õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà. Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëàìàíîâû ãðàôû ñ õðî-
ìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 4, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äèñòàíöèîííîå âëîæåíèå, ò.å. òàêîå
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí V (G) â ïëîñêîñòü, ÷òî îáðàçû âåðøèí ðàçëè÷íû, è
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðîé âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì, ðàâíî åäèíèöå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîñòîé ãðàô G = (V,E) íà n âåðøèíàõ íàçûâàåòñÿ ëàìàíî-
âûì, åñëè E = 2n− 3 è äëÿ ëþáîãî ïîäãðàôà G1 = (V1, E1) ⊆ G âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî |E1| ≤ 2|V1| − 3. Îáîçíà÷èì Lk ìíîæåñòâî ëàìàíîâûõ ãðàôîâ íà n âåðøèíàõ;
ïóñòü lk = |Lk|.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü L1, L2, L3 ... � ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå èçîìîðôíûõ ãðà-
ôîâ íà n âåðøèíàõ, îïðåäåëÿåìûå èíäóêòèâíî (ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè Õåííåáåðãà
[2]).

1. L1 = ∅, L2 = {K2}.
2. Ïóñòü G ∈ Lk. Òîãäà ∀u, v ∈ V (G); G = (V1, E1), ãäå V1 = V ∪ {x}, E1 =

E ∪ {xv, xu}; ∃H ∈ Lk+1 : G1
∼= H.

3. Ïóñòü G ∈ Lk. Òîãäà ∀u, v, w ∈ V (G), uv ∈ E(G); G = (V1, E1), ãäå V1 = V ∪{x},
E1 = (E {uv}) ∪ {xv, xu, xw}; ∃H ∈ Lk+1 : G1

∼= H.
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Óòâåðæäåíèå 1. Îïðåäåëåíèÿ 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîñòîé ãðàô, ïîëó÷åííûé èç K2 ïóòåì ìíîãîêðàòíîãî äîáàâ-
ëåíèÿ âåðøèíû, ñìåæíîé ñ êîíöàìè íåêîòîðîãî ðåáðà, íàçûâàåòñÿ 2-äåðåâîì.

Óòâåðæäåíèå 2. Âñÿêîå 2-äåðåâî ÿâëÿåòñÿ ëàìàíîâûì ãðàôîì.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðîñòîé ãðàô � äâóñâÿçíûé, åñëè îí îñòàåòñÿ ñâÿçíûì ïîñëå
óäàëåíèÿ ëþáîé âåðøèíû è èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð.

Óòâåðæäåíèå 3. Ëþáîé ëàìàíîâ ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóñâÿçíûì.

Ïóñòü tk � ÷èñëî 2-äåðåâüåâ íà k âåðøèíàõ [5]; ck,2k−3 � ÷èñëî äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ
íà k âåðøèíàõ ñ 2k−3 ðåáðàìè [6]; l[1]

k � ÷èñëî ëàìàíîâûõ ãðàôîâ, ïîëó÷àåìûõ òîëüêî
ïðè ïîìîùè ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õåííåáåðãà [4].

Óòâåðæäåíèå 4. Ïðè k ≥ 2 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

tk ≤ l
[1]
k ; (1)

lk ≤ ck,2k−3. (2)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
l2,k 1 0 0 0 1 1 5 19 123 871 8304
l3,k 0 1 1 3 12 68 595 7101 108408 2008591 43531727

l4,k 0 0 0 0 0 1 8 102 1601 29811 636686

Òàáëèöà 1: ×èñëî ëàìàíîâûõ ãðàôîâ ñ õðîìàòè÷åñêèìè ÷èñëàìè 2,3,4.

Ðèñ. 1: Äèñòàíöèîííûé ãðàô íà 9 âåðøèíàõ, êîòîðûé íåâîçìîæíî
ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé (ñëåâà). Ãðàô íà 10 âåðøèíàõ ñ
êîîðäèíàòàìè âåðøèí èç ðàñøèðåíèÿ Q(

√
2,
√

3) (ñïðàâà).

Îáîçíà÷èì l2,k, l3,k, l4,k ÷èñëî ëàìàíîâûõ ãðàôîâ íà k âåðøèíàõ ñ õðîìàòè÷åñêèì
÷èñëîì 2, 3, 4 ñîîòâåòñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå 5. Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ëþáîãî ãðàôà, ïîëó÷àåìîãî ïåðâûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì Õåííåáåðãà, ðàâíî 3.
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Óòâåðæäåíèå 6.
l3,k ≤ l

[1]
k .

Ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé áûëè íàéäåíû çíà÷åíèÿ, ïðèâåäåííûå
â òàáë. 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {l2,k}, {l4,k} áûëè îïóáëèêîâàíû â OEIS (A328060,
A328061). Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïðèìåíèòü ê ýòîé çàäà÷å ìåòîäû ïåðå÷èñëè-
òåëüíîé êîìáèíàòîðèêè [7].

Êðîìå òîãî, ïðè n = 8, 9, 10 áûëî íàéäåíî ÷èñëî 4-õðîìàòè÷åñêèõ äèñòàíöèîííûõ
ëàìàíîâûõ ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ 4-õðîìàòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ïîäãðàôîâ. Ïðè
n = 8 òàêèõ ãðàôîâ íåò; íà 9 âåðøèíàõ ñóùåñòâóåò 4 ãðàôà; íà 10 âåðøèíàõ èõ 15.
Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû äèñòàíöèîííûå âëîæåíèÿ äâóõ ãðàôîâ. Ïåðâûé èç íèõ ÿâëÿ-
åòñÿ ìèíèìàëüíûì ïðèìåðîì äèñòàíöèîííîãî ãðàôà, êîîðäèíàòû âåðøèí êîòîðîãî
íå ïðèíàäëåæàò êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèÿì Q, è, òàêèì îáðàçîì, íå ìîãóò áûòü
ïîñòðîåíû öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Êîîðäèíàòû âåðøèí âòîðîãî ãðàôà, íàïðîòèâ, âû-
ðàæàþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî, è íà åãî îñíîâå, âîçìîæíî, ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû
äèñòàíöèîííûå ãðàôû ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 5.
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29



Êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ ÷èñåë

ÓÄÊ 519.172.4
ÁÁÊ 22.174.2
Ï 20

On the general position problem on Kneser graphs

B. Patk�os
Alfr�ed R�enyi Institute of Mathematics, Budapest, Hungary,

Moscow Institute of Physics and Technology (National Research Institute), Moscow,
Russia

Àííîòàöèÿ. In a graph G, a geodesic between two vertices x and y is
a shortest path connecting x to y. A subset S of the vertices of G is in
general position if no vertex of S lies on any geodesic between two other
vertices of S. The size of a largest set of vertices in general position is the
general position number that we denote by gp(G). Recently, Ghorbani et
al, proved that for any k if n ≥ k3−k2 +2k−2, then gp(Knn,k) =

(
n−1
k−1

)
,

where Knn,k denotes the Kneser graph. We improve on their result and
show that the same conclusion holds for n ≥ 2.5k−0.5 and this bound is
best possible. Our main tools are a result on cross-intersecting families
and a slight generalization of Bollob�as's inequality on intersecting set
pair systems.

Authors

B. Patk�os, PhD, senior researcher, patkos@renyi.hu, http://www.renyi.hu/ patkos/
scienti�c interests: Extremal combinatorics, probabilistic combinatorics.
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ÓÄÊ 514.17
ÁÁÊ 22.126
Ï 32

The book proof of a conjecture of Erd�os and Purdy

R. Pinchasi
Technion, Haifa, Israel,

Moscow Institute of Physics and Technology (National Research Institute), Moscow,
Russia

Àííîòàöèÿ. The following theorem was conjectured by Erd�os and
Purdy in 1978:
Let P be a set of n > 4 points in general position in the plane. Suppose
that R is a set of points disjoint from P such that every line determined
by P passes through a point in R. Then |R| ≥ n.
In a recent work with Alexandr Polyanskii we give the book-proof of this
conjecture. We will discuss also related results and many interesting open
problems.

Authors

Rom Pinchasi, PhD, Technion � Israel Institute of Technology Haifa, Israel. Scienti�c
interests: Combinatorics, Discrete Geometry, Computational Geometry, Topological Graphs.

ÓÄÊ 519.175.4
ÁÁÊ 22.174.2
Ñ 12

On a Frankl�Wilson theorem and its applications to Euclidean
Ramsey theory

A. Sagdeev
Moscow Institute of Physics and Technology (State University)

Abstract. We �nd a new analogue of the Frankl�Wilson theorem on
the independence number of distance graphs of some special type. We
give two applications of this new result to classic problems of Euclidean
Ramsey theory.
First, we improve a lower bound on the value χ (Rn;S2). χ (Rn;S2) is
de�ned as the minimum number of colors needed to color all points of Rn

such that there is no monochromatic set of vertices of a unit equilateral
triangle S2. This bound is χ (Rn;S2) ≥ (1.0140 + o(1))n.
Second, given m ≥ 3 we improve the value ξm such that for any n ∈ N
there is a distance graph in Rn with the girth greater than m and the
chromatic number at least (ξm + o(1))n.
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On the number of intersection points of lines and circles in R3

A. Sergunin
Moscow Institute of Physics and Technology, Laboratory of Combinatorial and

Geometric Structures, Moscow, Russia

Abstract. It is easy to see that n lines in R3 can have a quadratic
number of intersection points. For instance, consider n lines in general
position in the plane. Another example is n lines on the surface of a
hyperboloid with one sheet: n/2 of these lines belong to one family of
generators, n/2 of these lines belong to another. But if there are no√
n lines lying on a surface of degree at most two, then the number of

intersection points can be bounded by O(n3/2), see [1].
We consider an analogous question about intersection points formed by
curves of two families in R3: A family of n lines and a family of n
circles. It is easy to �nd examples of families of lines and circles with
quadratic number of pairwise intersections: If all curves lie on a plane
or on a surface of hyperboloid with one sheet. Suppose that there are no√
n curves lying on an algebraic surface of degree at most two. Under

this condition, we proved that the number of points lying on at least one
line and at least one circle is O(n3/2).

32



III Îñåííèå ìàòåìàòè÷åñêèå ÷òåíèÿ â Àäûãåå

References

[1] Larry Guth and Nets Katz, On the Erd�os distinct distances problem in the plane. //
Annals of Mathematics, pages 155-190, January 2015.

Authors

A. Sergunin, Master's student, Moscow Institute of Physics and Technology, Laboratory
of Combinatorial and Geometric Structures, andreysergunin@gmail.com, scienti�c interests:
Combinatorics, Discrete Geometry.

ÓÄÊ 519.175.4
ÁÁÊ 22.174.2
Ñ 44

Ìàêñèìàëüíûå ïîäãðàôû ñëó÷àéíîãî ãðàôà ñ çàäàííûì
êîëè÷åñòâîì ðåáåð

À.Þ. Ñêîðêèí
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Ì.Å. Æóêîâñêèé
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî
ãðàôà G(n, p), ãäå p ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, íåçàâèñÿùåå îò n.
Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí ýòîãî ãðàôà � {1, · · · , n} è êàæäàÿ ïàðà âåðøèí
ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ âåðîÿòíîñòüþ p íåçàâèñèìî îò âñåõ îñòàëüíûõ.

Â [1,2] äîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ìíîæåñòâà âåðøèí, ìåæäó êîòîðûìè
íåò ðåáåð, ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1 ïðèíèìàåò îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé: f0(n)
è f0(n) + 1, ãäå

f0(n) = log1/(1−p) n− 2 log1/(1−p) log1/(1−p) n+ 2 log1/(1−p)
e

2
+ 0.9

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè ñêîíöåíòðèðîâàíî â äâóõ òî÷êàõ.
Íàñ èíòåðåñóåò, ñïðàâåäëèâà ëè êîíöåíòðàöèÿ â äâóõ òî÷êàõ ìàêñèìàëüíîãî ðàç-

ìåðà ìíîæåñòâà ñ çàäàííûì ÷èñëîì ðåáåð. Áîëåå ôîðìàëüíî, ïóñòü t : N → Z+

� íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü Yn[t] � ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð k ìíîæåñòâà âåðøèí â
G(n, p), èíäóöèðóþùåãî ïîäãðàô ñ ðîâíî t(k) ðåáðàìè.

Äæ. Áàëîãîì è Ì. Æóêîâñêèì â [5] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè t, áëèçêèõ ê p
(
k
2

)
,

êîíöåíòðàöèè â äâóõ òî÷êàõ íåò. Âåðíà ëè êîíöåíòðàöèÿ ïðè t, çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ
�ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ�? Íàì óäàëîñü óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü t = t(k) = o(k2) è | t(k+1)
t(k)

− 1| = O(1/k). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ
ôóíêöèÿ ft(n), ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1, Yn[t] ∈ {ft(n), ft(n) + 1}.
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Íåîïðåäåëèìîñòü ñâîéñòâ ãðàôîâ â ìîäàëüíîé ëîãèêå

Â.Â. Ñëþñàðåâ
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò), Ìîñêâà,

Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ñåìàíòèêà Êðèïêå ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü íåêîòî-
ðûå ñâîéñòâà ãðàôîâ íà ÿçûêå ìîäàëüíîé ëîãèêè. Ìû äîêàçàëè, ÷òî
ìíîãèå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ñâîéñòâà ãðàôîâ, òàêèå êàê ïîëíîòà,
k-ðàñêðàøèâàåìîñòü, ïëàíàðíîñòü è äðóãèå íå ÿâëÿþòñÿ ìîäàëüíî
îïðåäåëèìûìè.

Unde�nability of graph properties in modal logic
V.V. Slyusarev

Moscow Institute of Physics and Technology (State University), Moscow, Russia

Òåîðèÿ ãðàôîâ îáëàäàåò áîãàòîé è ãèáêîé òåðìèíîëîãèåé äëÿ îïèñàíèÿ îãðîìíîãî
ìíîæåñòâà ñòðóêòóð, âñòðå÷àþùèõñÿ â ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷àõ. Â òî æå âðåìÿ îíà íå
ïðåäîñòàâëÿåò óíèâåðñàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷. Êàê ïðàâèëî,
äëÿ êàæäîãî ñâîéñòâà ãðàôà ïðåäëàãàåòñÿ ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ðåäêî
ìîæåò áûòü îáîáù¼í äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ñâîéñòâ.

Èíñòðóìåíòû äëÿ îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ ìîãóò áûòü íàéäå-
íû â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è, â ÷àñòíîñòè, ìîäàëüíîé ëîãèêå è å¼ ðàñøèðåíèÿõ.
Âûáîð â ïîëüçó ìîäàëüíîé ëîãèêè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñåìàíòèêà Êðèïêå, ñîãëàñíî
êîòîðîé îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè äëÿ ìîäàëüíîé ëîãèêè.

Ïðåäñòàâëÿÿ ãðàô êàê øêàëó Êðèïêå, ìû ìîæåì âûðàæàòü íåêîòîðûå åãî ñâîé-
ñòâà ïðè ïîìîùè ìîäàëüíûõ ôîðìóë, îáùåçíà÷èìûõ â ýòîé øêàëå. Ñâîéñòâî ãðàôà
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íàçûâàåòñÿ (ìîäàëüíî) îïðåäåëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ, òàêîå
÷òî íàëè÷èå ýòîãî ñâîéñòâà ó ãðàôà G ðàâíîñèëüíî îáùåçíà÷èìîñòè âñåõ ôîðìóë èç
Γ â øêàëå Êðèïêå, ñîîòâåòñòâóþùåé G.

Ïðèìåíåíèÿ ìîäàëüíîé ëîãèêè è îñíîâàííûõ íà íåé ãèáðèäíûõ ëîãèê äëÿ èçó-
÷åíèÿ ãðàôîâ ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [1], [2], [3]. Â ñòàòüå [1], ãäå âïåðâûå
ïîñòàâëåí âîïðîñ î ðåøåíèè ãðàôîâûõ çàäà÷ íà ÿçûêå ìîäàëüíîé ëîãèêè, äîêàçûâà-
åòñÿ íåîïðåäåëèìîñòü íåáîëüøîãî ÷èñëà ñâîéñòâ â ìîäàëüíîé ëîãèêå, à òàêæå ïðåä-
ëîæåíû ïîëíûå è íåïðîòèâîðå÷èâûå ìîäàëüíûå ëîãèêè äëÿ ãðàôîâ ñ çàäàííûìè
ñâîéñòâàìè (àöèêëè÷åñêèå, k-ðàñêðàøèâàåìûå). Îïðåäåëèìîñòü äàëåå èññëåäóåòñÿ â
ðàáîòå [2], ãäå àâòîðû ïðèìåíÿþò áîëåå ñëîæíûå ìîäàëüíûå ÿçûêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ
òàêèõ êëàññè÷åñêèõ ñâîéñòâ, êàê ýéëåðîâîñòü è ãàìèëüòîíîâîñòü. Îäèí èç íàèáîëåå
çíàìåíàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â äàííîé îáëàñòè ïîëó÷åí â ðàáîòå [3]: äîêàçàíî, ÷òî âñå
ñâîéñòâà ãðàôîâ ñ çàäàííûì ÷èñëîì âåðøèí n, ëåæàùèå â ïîëèíîìèàëüíîé âû÷èñ-
ëèòåëüíîé èåðàðõèè, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû â ïîëíîé ãèáðèäíîé ëîãèêå ôîðìóëîé,
çàâèñÿùåé îò n.

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò äåìîíñòðèðóåò ïåðñïåêòèâíîñòü âûáðàííîãî ïîäõîäà, íî íå
ðåøàåò çàäà÷ó ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Âûáðàííûé ÿçûê îáëàäàåò äîâîëüíî
ñëîæíîé ñòðóêòóðîé, è ïðîâåðèòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû èç ýòîãî ÿçûêà â ãðà-
ôå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ ïîèñê àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ áîëåå ïðîñòûõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Â
êà÷åñòâå ïåðâîãî ýòàïà ýòîãî èññëåäîâàíèÿ ìû ïîëó÷èëè âàæíûé îòðèöàòåëüíûé
ðåçóëüòàò: ïðàêòè÷åñêè âñå ñâîéñòâà, ðàññìàòðèâàåìûå â òåîðèè ãðàôîâ, íåîïðåäå-
ëèìû â ¾ïðîñòåéøåé¿ ìîäàëüíîé ëîãèêå. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå
ñëåäóåò èñêàòü â ñèñòåìàõ, çàíèìàþùèõ ïðîìåæóòî÷íîå ìåñòî ïî ñëîæíîñòè.

Íåîïðåäåëèìîñòü ñâîéñòâ ãðàôà â ìîäàëüíîé ëîãèêå ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïðè
ïîìîùè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, êîòîðûå äàþòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå [4].

Òåîðåìà 1. Åñëè ñâîéñòâî îïðåäåëèìî, êëàññ îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì ãðà-
ôîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ íåñâÿçíîé ñóììû, ïîðîæä¼ííîé ïîäøêàëû è p-
ìîðôèçìà.

Íà ýòî óòâåðæäåíèå îïèðàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû: ìû ðàññìîò-
ðåëè íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ñâîéñòâà ãðàôîâ è ðàçèáèëè èõ íà êàòåãîðèè, äëÿ
êàæäîé èç êîòîðûõ ìû ïîêàçàëè íåçàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïåðå÷èñëåí-
íûõ îïåðàöèé.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ãðàôîâ íå çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ
íåñâÿçíîé ñóììû:

• ïîëíîòà,

• ñâÿçíîñòü,

• äðåâåñíîñòü,

• ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè ðàâíî k,

• ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ðàâíî k

• äèàìåòð ðàâåí k,

• ðàäèóñ ðàâåí k.
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Óòâåðæäåíèå 2. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ãðàôîâ íå çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî p-
ìîðôèçìà:

• îòñóòñòâèå ïåòåëü,

• àöèêëè÷íîñòü,

• ïëàíàðíîñòü,

• k-ðàñêðàøèâàåìîñòü,

• ð¼áåðíàÿ k-ðàñêðàøèâàåìîñòü,

• k-ðåãóëÿðíîñòü,

• ýéëåðîâîñòü,

• ãàìèëüòîíîâîñòü,

• íàëè÷èå òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ,

• íàëè÷èå ìîñòîâ,

• êëèêîâîå ÷èñëî ðàâíî k,

• îáõâàò ðàâåí k,

• ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà k,

• ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà k.

Òåîðåìà 2. Ñâîéñòâà ãðàôîâ, ïåðå÷èñëåííûå â óòâ. 1 è óòâ. 2, íå ÿâëÿþòñÿ ìî-
äàëüíî îïðåäåëèìûìè.
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ÓÄÊ 514.172
ÁÁÊ 22.18
Ò 34

Î ìèíèìàéçåðàõ ìàêñèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ

ß.È. Òåïëèöêàÿ
Ëàáîðàòîðèÿ èì. Ï.Ë. ×åáûøåâà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé

óíèâåðñèòåò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ìèíèìàéçåðîì ìàêñèìàëüíîãî ðàññòîÿíèå äëÿ äàí-
íîãî êîìïàêòà M è ÷èñëà r > 0 íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïî äëèíå
ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, ÷üÿ çàìêíóòàÿ r-îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò M .
Ïîêàçàíî, ÷òî ìèíèìàéçåð ìàêñèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ âñåãäà îáëà-
äàåò �õîðîøåé� ñòðóêòóðîé, äàæå äëÿ î÷åíü �ïëîõèõ� ìíîæåñòâ
M .

On the maximal distance minimizers

Y. Teplitskaya
St. Petersburg State University,Chebyshev Laboratory, St. Petersburg, Russia

We study the properties of sets Σ which are the solutions of the maximal distance
minimizer problem, id est of sets having the minimal length (one-dimensional Hausdor�
measure) over the class of closed connected sets Σ ⊂ R2 satisfying the inequality

max
y∈M

dist(y,Σ) ≤ r

for a given compact set M ⊂ R2 and some given r > 0. Such sets play the role of the
shortest possible pipelines arriving at a distance at most r to every point of M , where M
is the set of customers of the pipeline. For a history, see [2, 3].

We prove [1] that each maximal distance minimizer is a union of �nite number of
curves, having one-sided tangent lines at each point. Moreover the angle between these
lines at each point of a maximal distance minimizer is greater or equal to 2π/3. It shows
that a maximal distance minimizer is isotopic to a �nite Steiner tree even for a �bad�
compact M , which di�ers it from a solution of the Steiner problem (an example of a
Steiner tree with an in�nite number of branching points can be �nd in [4]). Also we
classify the behavior of a minimizer in a neighbourhood of any point of Σ.

In fact, all the results are proved for more general class of local minimizer, i. e. sets
which are optimal in any neighbourhood of its arbitrary point.
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ÓÄÊ 511.34
ÁÁÊ 22.136
Ï 16

Î ïðîáëåìå Âàðèíãà

Ò.À. Ïàíåø
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà Âàðèíãà î
ïðåäñòàâèìîñòè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N
â âèäå ñóììû ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñ îäíèì è òåì æå
ôèêñèðîâàííûì ïîêàçàòåëåì n.

About Waring's problem

T.A. Panesh
Adyghe State University, Maikop, Russia

1. Ââåäåíèå. Â 1770 ã. àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Êåìáðèäæñêîãî óíèâåðñèòåòà Ýäóàðä
Âàðèíã â ñâîåé ðàáîòå ¾Meditationes algebraicae¿ (¾Àëãåáðàè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ¿)
âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 1 ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî
k = k (n) > 0, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ïðåäñòàâèìî â âèäå

N = xn1 + xn2 + · · ·+ xnk

ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè x1, x2, . . . , xk.
Â òîì æå 1770 ã. Æîçåô Ëóè Ëàãðàíæ, èñïîëüçóþ àëãåáðàè÷åñêîå òîæäåñòâî

Ëåîíàðäà Ýéëåðà, ñìîã äîêàçàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ãèïîòåçû Âàðèíãà, à èìåííî, ÷òî
êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû 4-õ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷è-
ñåë (ýòî óòâåðæäåíèå íîñèò èìÿ Ëàãðàíæà). Ïðè÷åì Ëàãðàíæ óêàçàë, ÷òî èì áûëè
èñïîëüçîâàíû ðàáîòû Ýéëåðà. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëàãðàíæà î ñóììå 4-õ êâàä-
ðàòîâ ìîæíî íàéòè â [2, 5].

Â íà÷àëå XX âåêà â 1909 ã. Äàâèä Ãèëüáåðò ñëîæíûì êîìáèíàòîðíûì ìåòîäîì
äàë äîêàçàòåëüñòâî ïðîáëåìû Âàðèíãà [4]. Â 1942 ã. Þðèé Âëàäèìèðîâè÷ Ëèííèê
ïðåäîñòàâèë ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîáëåìû Âàðèíãà, ñì. [6].

Ãîäôðè Õàðîëä Õàðäè è Äæîí Èäåíçîð Ëèòëâóä ïðîáëåìó Âàðèíãà ðàññìîòðåëè
â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå, ïîñòàâèâ çàäà÷ó ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë ÷èñëà
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

xn1 + xn2 + · · ·+ xnk = N (1)

â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Õàðäè è Ëèòëâóä ââåëè ôóíêöèþ G (n) íàèìåíüøå-
ãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà ñëàãàåìûõ k, ïðè êîòîðîì âñå öåëûå ÷èñëà N , íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî, ïðåäñòàâèìû â âèäå (1). Â 1919 ã. îíè ðàçðàáîòàëè íîâûé
ìåòîä (íàçûâàåìûé êðóãîâûì ìåòîäîì Õàðäè-Ëèòëâóäà-Ðàìàíóäæàíà), ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî ïîëó÷èëè îöåíêè ôóíêöèè G (n)

n < G (n) ≤ n2n−1h, lim
n→∞

h = 1
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è àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó ÷èñëà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1):

I (N) =

(
Γ
(
1 + 1

n

))k
Γ
(
k
n

) N
k
n
−1S+O

(
N

k
n
−1−c(n,k)

)
,

ïðè ÷èñëå ñëàãàåìûõ k > (n− 2) 2n−1 + 5, ãäå S � íåêîòîðûé îñîáûé ðÿä, ñóììà
êîòîðîãî áîëüøå íóëÿ, Γ (s) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ñì. [3, 4, 7].

Êðóãîâîé ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà èäåÿõ Ýéëåðà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé è èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè âû÷èñëåíèÿ N -îé ïðîèçâîäíîé íåêîòîðîé ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ÷åðåç èíòåãðàë Êîøè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó.

Èâàí Ìàòâååâè÷ Âèíîãðàäîâ â 1924 ã. âíåñ èçìåíåíèÿ â êðóãîâîì ìåòîäå, çàìå-
íèâ áåñêîíå÷íûå ðÿäû êîíå÷íûìè ñóììàìè. Òåì ñàìûì, óïðîñòèâ äîêàçàòåëüñòâî
ïðîáëåìû Âàðèíãà. À â 1934 ã. È.Ì. Âèíîãðàäîâ ñîçäàë íîâûé ìåòîä òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ñóìì â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ¾õîðîøî¿ îöåíè-
âàëèñü îñòàòî÷íûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë â ðàçëè÷íûõ àääèòèâíûõ çàäàõ,
â ÷àñòíîñòè, è â ïðîáëåìå Âàðèíãà. Â ðàçðàáîòêå ýòîãî ìåòîäà, êàê ïèøåò ñàì È.Ì.
Âèíîãðàäîâ â [3], ó÷àñòâîâàëè Éîõàííåñ âàí äåð Êîðïóò, Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ×ó-
äàêîâ, Õóà Ëî-ãåí è äð. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà Âèíîãðàäîâ ïîëó÷èë äëÿ ôóíêöèè
G (n) îöåíêó ñâåðõó:

G (n) < 2nlnn (1 + δn) , lim
n→∞

δn = 0.

Ýòà îöåíêà ñâåðõó ñóùåñòâåííî íå óëó÷øàåìà â ñìûñëå ïîðÿäêà ðîñòà ïî n, òàê êàê
G (n) > n. Òàêæå Âèíîãðàäîâ ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó Õàðäè è Ëèòëâóäà
ïðè ÷èñëå ñëàãàåìûõ k > 4n2lnn (1 + δ′n), ãäå δ′n → 0 ïðè n→∞.

2. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû â êëàññè÷åñêîé ïðî-
áëåìå Âàðèíãà. Ïóñòü n ≥ 3 � öåëîå, k = k (n), N0 = N0 (n) > 0 � ôèêñèðîâàííîå
÷èñëî, N > N0 è I = Ik,n (N) � ÷èñëî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x1, x2, . . . , xk
óðàâíåíèÿ

xn1 + xn2 + · · ·+ xnk = N

Ïóñòü, äàëåå, P = N
1
n , τ = 2nP n−1, κτ = 1.

Ëåììà 1. [3, 7]

I = Ik,n (N) =

∫ 1

0

Sk (α) e−2πiαNdα =

∫ 1−κ

−κ
Sk (α) e−2πiαNdα,

ãäå
S (α) =

∑
1≤x≤P

e2πiαxn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê∫ 1

0

e2πiαmdα =
1

2πim
· e2πiαm

∣∣∣∣1
0

=
e2πim − e0

2πim
=

1− 1

2πim
= 0 ïðè m ∈ Z, m 6= 0,

òî ∫ 1

0

e2πiαmdα =

{
1, m = 0
0, m ∈ Z, m 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

I = Ik,n (N) =
∑

1≤x1≤P

∑
1≤x2≤P

· · ·
∑

1≤xk≤P

∫ 1

0

e2πiα(xn1 +xn2 +···+xnk−N)dα =
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=

∫ 1

0

 ∑
1≤x1≤P

e2πiαxn1

( ∑
1≤x2≤P

e2πiαxn2

)
· · · · ·

( ∑
1≤xk≤P

e2πiαxnk

)
e−2πiαNdα =

∫ 1

0

( ∑
1≤x≤P

e2πiαxn

)k

· e−2πiαNdα =

∫ 1

0

Sk (α) e−2πiαNdα =

∫ 1−κ

−κ
Sk (α) e−2πiαNdα

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ëåììà 2 (Äèðèõëå). Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë τ ≥ 1 è α ñóùåñòâóþò òàêèå
âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà a è q ïðè 1 ≤ q ≤ τ , ÷òî∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

qτ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [2, 7].
Ïî ëåììå 2 êàæäîå α èç ïðîìåæóòêà [−κ, 1− κ) ïðåäñòàâèìî â âèäå

α =
a

q
+ z, 1 ≤ q ≤ τ, (a, q) = 1, |z| ≤ 1

qτ
(2)

Ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ E1 è E2 ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ÷åðåç E1 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òåõ α, â ïðåäñòàâëåíèÿõ êîòîðûõ â âèäå
(2) q ≤ P 0,25, ÷åðåç E2 ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ α. Òîãäà ìíîæåñòâî E1 ñîñòîèò èç
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ E (a, q) âèäà

a

q
− 1

qτ
≤ α ≤ a

q
+

1

qτ
, 0 ≤ a < q, (a, q) = 1, q = 1, 2, . . .

[
P

1
4

]
.

Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ àääèòèâíîñòüþ èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâó è ïîëó÷èì

I =

∫
E1

Sk (α) e−2πiαNdα +

∫
E2

Sk (α) e−2πiαNdα = I1 + I2.

Íóæíî äëÿ I1 ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó, à I2 îöåíèòü ñâåðõó.
Ëåììà 3. [7] Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|S (a, q)| ≤ nn
6 · q1 − 1

n , ãäå S (a, q) =

q∑
x=

e2πiax
n

q , (a, q) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [7].
Ñëåäñòâèå. Ïðè k ≥ 2n+ 1 ñõîäèòñÿ îñîáûé ðÿä σ = σ (N) ïðîáëåìû Âàðèíãà:

σ = σ (N) =
∞∑
q=1

∑
0 ≤ q < q
(a, q) = 1

((
1

q
S (a, q)

)k
e−2πiaN

q

)
.

Ëåììà 4. [7] Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|γ (z)| ≤ min
(

1, 2|z|−
1
n

)
, ãäå γ (z) =

∫ 1

0

e2πizxndx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [7].

41



Êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ ÷èñåë

Ñëåäñòâèå. Ïðè k > n ñõîäèòñÿ îñîáûé èíòåãðàë γ = γ (n, k) ïðîáëåìû Âàðèíãà:

γ = γ (n, k) =

∫ +∞

−∞

(∫ 1

0

e2πizxndx

)k
e−2πizdz.

Òåîðåìà 1. [3, 7] Èíòåãðàë I1 âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

I1 = γσN
k
n
−1 +O

(
N

k
n
−1− 1

4n2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ I1

I1 =

∫
E1

Sk (α) e−2πiαNdα.

Âñïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî E1 åñòü îáúåäèíåíèå âñåâîçìîæíûõ îòðåçêîâ E (a, q) =[
a
q
− 1

qτ
, a
q

+ 1
qτ

]
, ãäå a è q âçàèìíî ïðîñòûå 0 ≤ a < q, 1 ≤ q ≤

[
P

1
4

]
, è α ïðåäñòàâèìî

â âèäå a
q

+ z, ãäå |z| ≤ 1
qτ
. Òîãäà I1 ïåðåïèøåòñÿ

I1 =
∑

q≤P 0,25

∑
0 ≤ a < q
(a, q) = 1

∫ + 1
qτ

− 1
qτ

Sk
(
a

q
+ z

)
e−2πi(aq+z)Ndz. (3)

Â ñóììå S
(
a
q

+ z
)
ïðåäñòàâèì x, ãäå 1 ≤ x ≤ P , â âèäå x = qt + s è 1 ≤ s ≤ q.

Çàôèêñèðîâàâ s, ïåðåìåííàÿ t ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 1−s
q
≤ t ≤ P−s

q
, èìååì

S

(
a

q
+ z

)
=
∑

1≤x≤P

e2πi(aq+z)xn =

q∑
s=1

∑
1−s
q
≤t≤P−s

q

e2πia
q

(qt+s)ne2πiz(qt+s)n =

=

q∑
s=1

∑
1−s
q
≤t≤P−s

q

e2πia
q
sne2πia

q (nqtsn−1+
n(n−1)

2
(qt)2sn−2+... )e2πiz(qt+s)n =

=

q∑
s=1

e2πia
q
sn

∑
1−s
q
≤t≤P−s

q

e2πiz(qt+s)n .

Âíóòðåííÿÿ ñóììà çàìåíÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñëåäóþùåé ëåììîé 5.
Ëåììà 5 (ëåììà Âàí äåð Êîðïóòà). [7] Ïóñòü äëÿ f (x) è ϕ (x) ñóùåñòâóþò ÷èñëà
H, U , A òàêèå, ÷òî A−1 � f

′′
(x) � A−1, ϕ (x) � H, ϕ

′
(x) � HU−1,

∣∣f ′ (x)
∣∣ < 1 íà

îòðåçêå [a, b], è äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ÷èñëî ó÷àñòêîâ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f
′
(x)

ϕ(x)−n
îãðàíè÷åíî. Òîãäà∑

a≤x≤b

ϕ (x) e2πif(x) =

∫ b

a

ϕ (x) e2πif(x)dx+O (HlnU ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Cì. [7, ñ.18-22].
À çàòåì, èíòåãðèðóþ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷åííûé èíòåãðàë, ïîëó÷èì:

S

(
a

q
+ z

)
=
P

q
S (a, q) γ (zN) +O (1) .
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå â (3) è ïðåîáðàçîâûâàÿ, ïðèäåì ê

I1 = γσN
k
n
−1 +O

(
N

k
n
−1− 1

4n2

)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ëåììà 6. [7] Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c0 = c0 (n, k) > 0 ïðè k ≥ 4n, ÷òî îñîáûé ðÿä
σ (N) > c0 > 0, à ïðè k ≥ n+ 1 îñîáûé èíòåãðàë γ (n, k) ðàâåí

γ = γ (n, k) =

(
Γ
(
1 + 1

n

))k
Γ
(
k
n

) , ãäå Γ (s)− ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Cì. [7, ñ.188-190].
Âñïîìíèì, ÷òî ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) âûðàæàåòñÿ

I = Ik,n (N) =

∫
E1

Sk (α) e−2πiαNdα +

∫
E2

Sk (α) e−2πiαNdα = I1 + I2.

Èç òåîðåìû 1 è ëåììû 6 ïîëó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ I1. Îñòàåòñÿ
îöåíèòü ìîäóëü |I2|. Ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì Âèíîãðàäîâà.
Òåîðåìà 2 (î ñðåäíåì È.Ì. Âèíîãðàäîâà). [3, 7]
Ïóñòü τ ≥ 0 � öåëîå, k ≥ nτ , P ≥ 1. Òîãäà

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

∣∣∣∣∣ ∑
1≤x≤P

e2πi(α1x+···+αnxn)

∣∣∣∣∣
2k

dα1 . . . dαn ≤ DτP
2k−∆(τ),

ãäå

∆ (τ) =
n (n+ 1)

2

(
1−

(
1− 1

n

)τ)
è Dτ = (nτ)6nτ (2n)4n(n+1)τ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [1, ñ.104-113], [3, ñ.55-63], [7, ñ.84-94].
Èñïîëüçóþ òåîðåìó 2 î ñðåäíåì È.Ì. Âèíîãðàäîâà ïðè k ≥ cn2log n , èìååì

I2 =

∫
E2

Sk (α) e−2πiαNdα = O
(
N

k
n
− c1

4n2 −1
)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(1) ïðè ÷èñëå ñëàãàåìûõ k ≥ cn2log n

I = Ik,n (N) = γσN
k
n
−1 +O

(
N

k
n
− c1

4n2 −1
)
,

ãäå

γ = γ (n, k) =

(
Γ
(
1 + 1

n

))k
Γ
(
k
n

) σ = σ (N) > c0 (n, k) > 0.
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ÓÄÊ 004.056
ÁÁÊ 32.97
Ï 86

Cîâðåìåííûå ìåòîäû öèôðîâîé ñòåãàíîãðàôèè

À.Ã. Ïñåóø
Ìàéêîïñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ãóìàíèòàðíî-òåõíè÷åñêèé êîëëåäæ Àäûãåéñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ñîâðåìåííûå íàïðàâëåíèÿ ñòåãàíîãðà-
ôèè. Èçëîæåíû ìåòîäû öèôðîâîé ñòåãàíîãðàôèè. Ïðåäëîæåíà ìå-
òîäèêà ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.

Modern methods of digital steganography

A.G. Pseush
Maikop State Humanitarian-Technical College of Adyghe State University, Maikop,

Russia

Ãëîáàëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ è òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì
ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè ïåðåäàâàåìûõ äàííûõ, äîñòó-
ïà ê íèì. Çàùèùàòü ïåðåäàâàåìóþ èíôîðìàöèþ (èëè õðàíèìóþ) èíôîðìàöèþ îò
íåñàíêöèîíèðîâàííîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ.

Ïðåäîòâðàòèòü íåñàíêöèîíèðîâàííûé äîñòóï ê èíôîðìàöèè ìîæíî ðàçëè÷íûìè
ìåòîäàìè, â òîì ÷èñëå ñòåãàíîãðàôè÷åñêèìè. Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñòåãà-
íîãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ âîçíèêàåò îñîáåííî îñòðî â ñëó÷àÿõ, êîãäà èñïîëüçîâàíèå
èñêëþ÷èòåëüíî êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñëèøêîì ïîäîçðèòåëüíî èëè æå âîîáùå
íåçàêîííî.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûå âåòâè ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé
ñòåãàíîãðàôèè:

• êîìïüþòåðíàÿ ñòåãàíîãðàôèÿ;

• öèôðîâàÿ ñòåãàíîãðàôèÿ;

• ñåòåâàÿ ñòåãàíîãðàôèÿ.

Êîìïüþòåðíàÿ ñòåãàíîãðàôèÿ � îäíî èç íàïðàâëåíèé êëàññè÷åñêîé ñòåãàíîãðà-
ôèè, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè îñîáåííîñòåé êîìïüþòåðíîé ïëàò-
ôîðìû. Öèôðîâàÿ ñòåãàíîãðàôèÿ � íàïðàâëåíèå êëàññè÷åñêîé ñòåãàíîãðàôèè, îñ-
íîâàííîå íà ñîêðûòèè èëè âíåäðåíèè äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè â öèôðîâûå îáú-
åêòû, âûçûâàÿ ïðè ýòîì íåêîòîðûå èñêàæåíèÿ ýòèõ îáúåêòîâ [1].

Ñåòåâàÿ ñòåãàíîãðàôèÿ � îäíî èç ñàìûõ ìîëîäûõ íàïðàâëåíèé, ñóòü êîòîðîãî
çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè îñîáåííîñòåé ðàáîòû ïðîòîêîëîâ ìîäåëè OSI [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîâðåìåííûå ñòåãàíîãðàôè÷åñêèå ìåòîäû,
èõ äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè, à òàêæå ïóòè èõ ðàçâèòèÿ. Îäíèì èç íàïðàâëåíèé
ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé ñòåãàíîãðàôèè ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè ñêðûòîé
ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè â VoIP-êàíàëå ïóòåì ìîäèôèêàöèè êîäåêà êîäèðîâàíèÿ çâóêà
ñ ñîõðàíåíèåì åãî øòàòíîãî ôóíêöèîíàëà.
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ÓÄÊ 514.17
ÁÁÊ 22.174.2
Ô 15

Defects of symmetric convex bodies in a rational lattice

M. Fadin
National Research University Higher School of Economics

Abstract. Consider an arbitrary n-dimensional lattice Λ such that Zn ⊂
Λ ⊂ Qn. Such lattices are called rational and can always be obtained by
adding m ≤ n rational vectors to Zn. The defect d(E ,Λ) of the standard
basis E of Zn (n unit vectors going in the directions of the coordinate
axes) is de�ned as the smallest integer d such that certain (n−d) vectors
from E together with some d vectors from the lattice Λ form a basis of
Λ.
Consider a symmetric convex body S. S is called admissible with respect
to Λ if it does not contain points of Λ, except for O and, maybe, ±ei.
If S is admissible with respect to Λ then d(E ,Λ) is also called the defect
of S with respect to E and is denoted by d(E ,S).
We are going to discuss recent bounds on defects of hypercubes and the
unit octahedron and the origin of the problem.
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Almost monochromatic sets and the chromatic number of the
plane

N. Frankl
London School of Economics, London, UK

T. Hubai, D. P�alvolgyi
MTA-ELTE Lend�ulet Combinatorial Geometry Research Group, Budapest, Hungary

Abstract. A pair (S, s0) with s0 ∈ S is almost monochromatic if S \ s0

is monochromatic but S is not. We consider questions about �nding
almost monochromatic similar copies of pairs (S, s0) in Rd, Zd, and in
Q under some restrictions on the colouring.
Among other results, we characterise those (S, s0) with S ⊆ Z for which
every �nite colouring of R without an in�nite monochromatic arithmetic
progression contains an almost monochromatic similar copy of (S, s0).
We also show that if S ⊆ Zd and s0 is not contained in the convex hull
of S \ {s0}, then every �nite colouring of Rd without a similar copy of
Zd contains an almost monochromatic similar copy of (S, s0). Further,
we propose an approach through almost monochromatic sets that might
lead to a non computer assisted proof of χ(R2) ≥ 5.
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Î ñèëüíûõ ðàñêðàñêàõ 4-îäíîðîäíûõ ñëó÷àéíûõ ãèïåðãðàôîâ

À.Ý. Õóçèåâà
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà î ïîèñ-
êå ïîðîãîâîé âåðîÿòíîñòè ñèëüíîé ðàñêðàøèâàåìîñòè ñëó-
÷àéíîãî 4-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà â áèíîìèàëüíîé ìîäåëè
H(n, 4, p).Îöåíèâàåòñÿ òî÷íàÿ ïîðîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñèëüíîé ðàñêðàñêè H(n, 4, p) â r-öâåòîâ. Ýòîìó
ïîðîãó îòâå÷àåò òàê íàçûâàåìûé ðàçðåæåííûé ñëó÷àé, êî-
ãäà p = cn/

(
n
4

)
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî c > 0. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè

c ≤ r ln r
6
− 13

36
ln r − 1

6
− r−1/9 ñëó÷àéíûé ãèïåðãðàô H

(
n, 4,

cn(
n
4

))
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðàñêðàøèâàåìûì â r öâåòîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ
ñòðåìÿùåéñÿ ê 1 ïðè n→∞.

On the strong colorings of a random 4-uniform hypergraph
A.E. Khuzieva

Moscow Institute of Physics and Technology, Moscow, Russia

Ïóñòü H = (V,E) � íåêîòîðûé ãèïåðãðàô. Ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà âåðøèí ãèïåð-
ãðàôà V íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè îíà íå ïîðîæäàåò îäíîöâåòíûõ ðåáåð â E.
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãèïåðãðàôà H â r öâåòîâ, òî H íàçûâàåò-
ñÿ r-ðàñêðàøèâàåìûì. Õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãèïåðãðàôà H, χ(H), íàçûâàþò òàêîå
ìèíèìàëüíîå r, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ r-ðàñêðàøèûâàåìûì.

Ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà âåðøèí ãèïåðãðàôà íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé, åñëè ëþáûå âåð-
øèíû u 6= v, ëåæàùèå â îäíîì ðåáðå, èìåþò ðàçëè÷íûå öâåòà. Åñëè ñóùåñòâóåò ñèëü-
íàÿ ðàñêðàñêà ãèïåðãðàôà H â r öâåòîâ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ r-ñèëüíî
ðàñêðàøèâàåìûì. Ñèëüíûì õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãèïåðãðàôà H, χstr(H), íàçûâà-
åòñÿ òàêîå ìèíèìàëüíîå r, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ r-ñèëüíî ðàñêðàøèâàåìûì. Î÷åâèäíî, ÷òî
ñèëüíàÿ ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ è ïðàâèëüíîé, à ïîòîìó χstr(H) ≥ χ(H).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè íèæíåé îöåíêè ïîðîãîâîé âåðîÿòíîñòè
äëÿ ñèëüíîé r-ðàñêðàøèâàåìîñòè ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðàôà H(n, k, p) ïðè k = 4.
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Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò òàêîå r0, ÷òî äëÿ ëþáîãî r > r0 è ëþáîãî c > 0, óäîâëå-
òâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó

c <
r ln r

6
− 13

36
ln r − 1

6
− r−1/9,

âûïîëíåíî

P

(
χstr

(
H

(
n, 4, cn/

(
n

4

)))
≤ r

)
→ 1 ïðè n→∞.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñóùåñòâóåò òàêîå r0, ÷òî äëÿ ëþáîãî r > r0 è ëþáîãî c > 0,
óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó

c >
r ln r

6
− 7

36
ln r −O

(
ln r

r

)
,

ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1, ñëó÷àéíûé ãèïåðãðàô H
(
n, 4, cn/

(
n
4

))
íå îáëàäàåò

ñèëüíîé ñáàëàíñèðîâàííîé ðàñêðàñêîé â r öâåòîâ.
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Ãðàôû òèïà Äæîíñîíà â ãåîìåòðèè
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óíèâåðñèòåò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñåìåéñòâî ãðàôîâ G(n, k, t); ìíî-
æåñòâî âåðøèí ãðàôà G(n, k, t) ñîñòîèò èç âåêòîðîâ èç {−1, 0, 1}n
äëèíû

√
k; ðåáðà ñîåäèíÿþò ïàðû âåðøèí ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì t. Ìû íàõîäèì ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè òàêèõ ãðàôîâ â íåêîòî-
ðûõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ è ïðèìåíÿåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê
çàäà÷å Íåëüñîíà � Õàäâèãåðà â ðàçìåðíîñòÿõ 9�12.

Johnson-type graphs in geometry

D.D. Cherkashin
Chebyshev Laboratory, St. Petersburg State University, 14th Line V.O., 29B, Saint

Petersburg 199178 Russia

Consider the family of graphs G(n, k, t) de�ned in the following way: the vertex set
consist of all vectors from {−1, 0, 1}n with k nonzero coordinates; edges connect the pairs
of vertices with scalar product t (so G(n, k, t) is not empty if k < n and −k ≤ t < k or
k = n and t of the corresponding parity; if t = −k then G(n, k, t) is a matching).

Raigorodskii use these graphs [1] to improve asymptotic lower bounds in the Nelson�
Hadwiger problem and the Borsuk problem.

We �nd the independence number of G(n, k, t) in several corner cases [2, 3] and apply
it to the Nelson�Hadwiger problem in dimensions 9�12 [2].
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Two-colorings of random hypergraphs

D.A. Shabanov
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The talk deals with colorings of random hypergraphs. Let H(n, k,m) denote a uniform
model of a random k-uniform hypergraph on n vertices. The study of the 2-colorability
threshold in a random hypergraph had been initiated by N. Alon and J. Spencer [1], who
obtained the �rst bounds, their results were successively improved in a series of papers [2],
[3], [4], [5]. But all the mentioned results deal only with the case of �xed k and growing
n, when it is known that the 2-colorability property has the sharp threshold.

In our work we study the same question of 2-colorability and consider the parameter
k as a growing function of n. This situation is very interesting in connection with the
property B problem. Recall that the best current construction of a k-uniform non-2-
colorable hypergraph with the minimum number of edges is H(n, k,m) with n ∼ k2/2.
Our main result establishes the sharp threshold for 2-colorability of H(n, k,m) provided
k is not too small in comparison with n.

Theorem. Suppose that k = k(n) < n/2 satis�es lnn = o(k) and n is even. For
positive integers n > 2k, de�ne ϕ = ϕ(n, k) to be such that

ϕ(n, k)

2k
=

(n/2)k

nk
=
n/2(n/2− 1) · · · (n/2− k + 1)

n(n− 1) · · · (n− k + 1)
.

Then the function m̂ = n2k−1 ln 2
ϕ

is the sharp threshold for 2-colorability property in the

random hypergraph H(n, k,m).
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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóþòñÿ ïîëèýäðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äâóõ
çàäà÷ î ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ 3- è 2- çâåçä. Óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïåðâàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, à âòîðàÿ
� ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ìíîãîãðàííèêè
çàäà÷, à òàêæå óñòàíàâëèâàþòñÿ ïëîòíîñòè ïîëèýäðàëüíîãî ãðà-
ôà â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Ïëîòíîñòü ïîëèýäðàëüíîãî ãðàôà 3-çâåçä îöå-
íèâàåòñÿ ñíèçó ñâåðõïîëèíîìèìàëüíîé ôóíêöèåé.

Polyhedral characteristics of 2- and 3-star graph problems

D.A. Shovgenov
Yaroslavl Demidov State University, Yaroslavl, Russia
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è î ãðàôàõ-çâåçäàõ.
Íàïîìíèì îáùåå îïðåäåëåíèå ãðàôà 3 s-çâåçäû. Ïîä ãðàôîì 3-çâåçäîé áóäåì ïî-

íèìàòü ãðàô G, ìíîæåñòâà âåðøèí è ðåáåð êîòîðîãî çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
VG={v0}∪{ui, vi, wi: 1 ≤ i ≤ n}, EG={{v0, ui}, {ui, vi}, {ui, wi}: 1 ≤ i ≤ n}. Â ñëó-
÷àå ãðàôà 2-çâåçäû ìíîæåñòâà V è E ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä: VG={v0}∪{ui, vi:
1 ≤ i ≤ n}, EG={{v0, ui}, {ui, vi}: 1 ≤ i ≤ n}.

Ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô 3-çâåçäà (Maximal 3-star subgraph, M3-SS). Äàí
ïîëíûé ãðàô èç n âåðøèí (n = 3k + 1), íà ìíîæåñòâå ðåáåð êîòîðîãî îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ âåñîâ c = (cij) (1 ≤ i < j ≤ n). Íàéòè ïîäãðàô 3-çâåçäó, ñóììà âåñîâ ðåáåð
êîòîðîãî ìàêñèìàëüíà.

Ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô 2-çâåçäà. Äàí ïîëíûé ãðàô èç n âåðøèí (n = 2k+1),
íà ìíîæåñòâå ðåáåð êîòîðîãî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ âåñîâ c = (cij). Íàéòè ïîäãðàô 2-
çâåçäó, ñóììà âåñîâ ðåáåð êîòîðîãî ìàêñèìàëüíà.

Ãðàôû-çâåçäû èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ïîñòðîåíèè êîìïüþòåðíûõ ñåòåé
[1, 2, 3], èññëåäîâàíèè ãàìèëüòîíîâûõ è ïîëóãàìèëüòîíîâûõ ãðàôîâ [4], à òàêæå â
íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëÿõ [5, 6].

Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî èçâåñòíàÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à ÈÇÎÌÎÐÔ-
ÍÛÉ ÎÑÒÎÂ [7] ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé â ñëó÷àå, åñëè îñòîâ ÿâëÿåò-
ñÿ 2-çâåçäîé è NP -ïîëíîé, åñëè îñòîâ � 3-çâåçäà. Â òî æå âðåìÿ NP -ïîëíàÿ çàäà÷à
ÌÎÍÎÕÐÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊ [7] ñòàíîâèòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðå-
øèìîé, åñëè âìåñòî òðåóãîëüíèêà ðàññìàòðèâàòü ãðàô 1-çâåçäó [8].

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rd, ãäå d = |E| = n(n−1)
2

, êîîðäèíàòû êîòîðîãî àññî-
öèèðîâàíû ñ ðåáðàìè ãðàôà G. Äëÿ êàæäîãî ïîäãðàôà 3-çâåçäû ñîïîñòàâèì õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé âåêòîð x ∈ Rd, ïîëîæèâ ðàâíûìè åäèíèöå çíà÷åíèÿ òåõ êîîðäèíàò,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì ïîäãðàôà, è íóëþ çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ êîîðäèíàò.
Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ. Ðàññìîòðèì âåêòîð
c ∈ Rd, ñîñòàâëåííûé èç âåñîâ ðåáåð ãðàôà G. Òîãäà ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷åé îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè (c, x) íà ìíîæåñòâå X.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(X) ìíîãîãðàííèê çàäà÷è: M(X) = convX. Ïîëèýäðàëüíûì
ãðàôîì çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ãðàô ìíîãîãðàííèêà, ìíîæåñòâîì âåðøèí êîòîðîãî ñëó-
æèò ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðøèí (â äàííîì ñëó÷àå ýòîX), à ìíîæåñòâîì ðåáåð
� ñîâîêóïíîñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ ðåáåð, òî åñòü ìíîæåñòâî îäíîìåðíûõ ãðàíåé.

Äëÿ îïèñàíèÿ ãðàôà ìíîãîãðàííèêà ïîëåçíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [9].
Ëåììà 1. Äâå âåðøèíû x è y ìíîãîãðàííèêà P ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíè ñòðîãî îòäåëÿþòñÿ îò ìíîæåñòâà îñòàëüíûõ åãî âåðøèí, èëè, èíûìè
ñëîâàìè, îíè íåñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðàÿ èõ âûïóêëàÿ êîìáè-
íàöèÿ ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé âûïóêëîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ âåðøèí, òî åñòü,
íàéäóòñÿ òàêèå α ≥ 0, β ≥ 0, γz ≥ 0, äëÿ êîòîðûõ

αx+ βy =
∑

γzz (1)

α + β =
∑

γz = 1 (2)

è ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì âåðøèíàì, îòëè÷íûì îò x è y.

2. Ãðàô ìíîãîãðàííèêà 3-çâåçä.

Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ ñëåäóþùåãî âèäà: ðàçîáüåì âåðøèíû ãðàôà G íà 4 ìíî-
æåñòâà. Â ìíîæåñòâî V1 ïîìåñòèì âåðøèíó v1, ìíîæåñòâà V2, V3, V4 áóäóò èìåòü
ñëåäóþùèé âèä: V2={v2, . . . , vk+1}, V3={vk+2,. . . , v2k+1}, V4={v2k+2, . . . , v3k+1}. Èç
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ìíîæåñòâà ðåáåð ãðàôà îñòàâèì òå, êîòîðûå ïîïàðíî ñîåäèíÿþò âåðøèíû èç ìíî-
æåñòâ V1 è V2, V2 è V3, V3 è V4 è ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïîä-
ãðàôà, ÿâëÿþùåãîñÿ 3-çâåçäîé. Òàê êàê âåðøèíà V1 íå ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà íè
ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâ V3 è V4, òî äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñïî-
ñîá ðàñïîëîæåíèÿ ðåáåð, ñëåäîâàòåëüíî, å¼ ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ïðè
ïîèñêå ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ãðàôà 3-çâåçäû, à çàòåì ïðèáàâèòü ñóììàðíûé
âåñ ðåáåð cv1,v2 , cv1,v3 , . . . , cv1,vk+1

. Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äàí òð¼õäîëüíûé ãðàô, ðàçìåð êàæäîé äîëè êîòîðîãî ñîäåðæèò k âåðøèí. Êàæ-
äîé òðîéêå âåðøèí v2(i), v3(j), v4(k) ïî ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå å¼ âåñ � âåëè÷èíó
cv2(i),v3(j) +cv3(j),v4(k) . Òðåáóåòñÿ íàéòè k òðîåê, äëÿ êîòîðûõ êàæäàÿ âåðøèíà èñïîëü-
çóåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç è ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ ìàêñèìàëåí. Äàííàÿ ôîðìóëèðîâêà
àíàëîãè÷íà ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ [10, 11].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃n ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ñëóæàò ïîäãðàôû x̃, ñîîò-
âåòñòâóþùèå âñåâîçìîæíûì ðàçáèåíèÿì íà òðîéêè, ñ ìíîæåñòâàìè ðåáåð, ïîëó÷àþ-
ùèìèñÿ ïðè ðàçáèåíèè. ×åðåç Xn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòî-
ðîâ ïîäãðàôîâ x̃ ∈ X̃n.

Ñìåæíîñòü âåðøèí ìíîãîãðàííèêà convXn îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíè-
åì.

Òåîðåìà 1. Âåðøèíû x è y ìíîãîãðàííèêà convXn ñìåæíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, åñëè ìíîæåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ îáùèõ äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ x̃ è ỹ òðîåê, íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ
ðàñïàäàåòñÿ íà òðîéêè äëÿ x̃ è ỹ.

Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ ñìåæíîñòè âåðøèí ìíîãîãðàííèêà Xn ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
íèæíÿÿ îöåíêà ïëîòíîñòè åãî ãðàôà [12].

Òåîðåìà 2. Ïëîòíîñòü p(Xn), ãäå n = 3k + 1, ãðàôà ìíîãîãðàííèêà convXn

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

p(Xn) ≥ 2
√
k−1
2

3. Ãðàô ìíîãîãðàííèêà 2-çâåçä.
Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ 2-çâåçä, ðàçáèâ âåðøèíû ãðàôà íà

3 ìíîæåñòâà: V1={v1}, V2={v2, . . . , vk+1}, V3={vk+2,. . . , v2k+1}. Ïðèìåíèâ àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîäãðàôà 2-
çâåçäû èìååò àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëèðîâêó, ÷òî è çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ, äëÿ êîòîðîé
èçâåñòíà íèæíÿÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ãðàôà ìíîãîãðàííèêà [13]:

Òåîðåìà 3. Ïëîòíîñòü p(Xn), ãäå n = 2k + 1, ãðàôà ìíîãîãðàííèêà convXn

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

p(Xn) ≥

[
(k + 1)2

4

]
Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î íàëè÷èè ñâÿçè ìåæäó
ïëîòíîñòüþ ãðàôà ìíîãîãðàííèêà è ñëîæíîñòüþ çàäà÷è. Òàê, ãðàô 2-çâåçä ïî ñâîèì
êîìáèíàòîðíûì ñâîéñòâàì îêàçàëñÿ áëèçîê ê ãðàôó çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ, ðàçðå-
øèìîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, â òî âðåìÿ ïëîòíîñòü ãðàôà 3-çâåçä îêàçàëàñü
ýêñïîíåíöèàëüíîé è áëèçêîé ê çàäà÷å ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ.
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Âëèÿíèå. Òåîðåìû î ñðåäíåì è ñòðåìëåíèå ê ñïðàâåäëèâîñòè

Ä.À. Øâàðö
Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè, Ìîñêâà,

Ðîññèÿ,
Êàâêàçñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïðåäñòàâèòåëü-
ñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëî ìåñò â ïàðëàìåíòå, ïîëó÷åí-
íîå ïàðòèåé â ðåçóëüòàòå âûáîðîâ, äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî
÷èñëó èçáèðàòåëåé, ïðîãîëîñîâàâøèõ çà ýòó ïàðòèþ. Ìîæíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî è âëèÿíèå ïàðòèè (÷òî áû ïîä íèì íå ïîíèìàëîñü)
äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ïîëó÷åííûõ åþ ìåñò â ïàðëà-
ìåíòå. Îäíàêî, â ïðîòèâîðå÷èè ñ èíòóèöèåé, âëèÿíèå íå ìîæåò
áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ãîëîñîâ. Íî íå âñå òàê ïëîõî. Â ðàáî-
òå îáñóæäàåòñÿ äâà ñïîñîáà "âîññòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü".
� Ïîêàçàíî, ÷òî "â ñðåäíåì ïî êâîòå"âëèÿíèå ïàðòèé äëÿ ìíîãèõ
èíäåêñîâ âëèÿíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó èõ ãîëîñîâ.
� Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå âåðîÿòíîñòíûõ ñõåì ãîëîñâàíèÿ, ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âëèÿíèÿ ïàðòèè â êîòîðûõ ïðîïîðöèî-
íàëüíî ÷èñëó ãîëîñîâ.

Power indices. Average Theorems and the pursuit to justice
D.A. Shvarts

National Research University Higher School of Economics, Moscow, Russia and
Caucasian Mathematical Center, Maikop, Russia

Ââåäåíèå. Ïðîñòûå èãðû è èíäåêñû âëèÿíèÿ

Ïóñòü N = {1, . . . , n}. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà N íàçûâàþòñÿ èãðîêàìè, ïîäìíîæåñòâà
N � êîàëèöèÿìè.

Ïðîñòàÿ èãðà � ïàðà (N, v), ãäå v : 2N → {0, 1} � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè: åñëè S, T ⊆ N è S ⊆ T , òî v(S) ≤ v(T ).

Êîàëèöèÿ S âûèãðûâàþùàÿ, åñëè v(S) = 1, è ïðîèãðûâàþùàÿ, åñëè v(S) = 0.
Èãðîê i íàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì â êîàëèöèè S, åñëè S âûèãðûâàþùàÿ, à S \ {i} �

íåò. i íàçûâàåòñÿ áîëâàíîì, åñëè îí íå êëþ÷åâîé íè â îäíîé êîàëèöèè. Ìíîæåñòâî
âñåõ êîàëèöèé, â êîòîðûõ i � êëþ÷åâîé, îáîçíà÷àåòñÿ Wi(v). Êîàëèöèÿ S íàçûâà-
åòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè âñå èãðîêè â íåé êëþ÷åâûå. Ìíîæåñòâà âûèãðûâàþùèõ è
ìèíèìàëüíûõ âûèãðûâàþùèõ êîàëèöèé îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî W (v) è M(v).
Ïóñòü S ∈ M(v). Îáîçíà÷èì ÷åðåç v−S èãðó, ïîëó÷åííóþ èç v ïåðåâîäîì S èç âûèã-
ðûâàþùèõ êîàëèöèé â ïðîèãðûâàþùèå. Ôîðìàëüíî W (v−S) = W (v) \ {S}.

Ïóñòü N = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâî èãðîêîâ. Ãîëîñîâàíèåì ñ êâîòîé íàçûâàåòñÿ
óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç n+1 íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà, ïåðâîå èç êîòîðûõ (q) íàçûâà-
åòñÿ êâîòîé, à îñòàëüíûå (w1, . . . , wn) � ÷èñëîì ãîëîñîâ èëè âåñîì ñîîòâåòñòâóþùåãî
èãðîêà. Ãîëîñîâàíèå ñ êâîòîé êðàòêî çàïèñûâàåòñÿ êàê (q;w1, . . . , wn).
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×èñëîì ãîëîñîâ (èëè âåñîì) êîàëèöèè íàçûâàåòñÿ ñóììà ãîëîñîâ âõîäÿùèõ â íåå
èãðîêîâ: w(S) =

∑
i∈S

wi. Êîàëèöèÿ âûèãðûâàþùàÿ, åñëè åå âåñ íå ìåíüøå êâîòû, è

ïðîèãðûâàþùàÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïðîñòàÿ èãðà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îäíîçíà÷íîñòè ãîëîñîâàíèÿ, åñëè äëÿ ëþáîé

âûèãðûâàþùåé êîàëèöèè S êîàëèöèÿ N \ S ïðîèãðûâàþùàÿ.
Èíäåêñ âëèÿíèÿ, Φ : SGn → Rn

+, ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïðîñòîé èãðå v âåêòîð
Φ(v), i-ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âëèÿíèå èãðîêà i.

Âëèÿíèå ïàðòèè â ïàðëàìåíòå îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ ïàðòèè ôîðìèðîâàòü
ñ äðóãèìè ïàðòèÿìè âûèãðûâàþùèå êîàëèöèè. Áîëåå òîãî, ñëîâà "ïàðòèÿ ìîæåò
âëèÿòü íà ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ"ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê "ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, â
êîòîðûõ èçìåíåíèå ìíåíèÿ èìåííî ýòîé ïàðòèè ñ "ïðîòèâ"íà "çà"ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü
ðåøåíèå òî åñòü ïàðòèÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé â êàêîé-òî êîàëèöèè. Ïîýòîìó âëèÿíèå
ïàðòèè çàâèñèò îò òîãî, â êàêèõ êîàëèöèÿõ îíà áóäåò êëþ÷åâîé.

Âñå èçâåñòíûå èíäåêñû âëèÿíèÿ, òî åñòü êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè âëèÿíèÿ ïàðòèè
â ïàðëàìåíòå (èãðîêà â ïðîñòîé èãðå) çàâèñÿò êàê ðàç îò ÷èñëà è "êà÷åñòâà"êîàëèöèé,
â êîòîðûõ èãðîê êëþ÷åâîé.

Òðàäèöèîííî âëèÿíèå èçìåðÿåòñÿ â ïðîöåíòàõ, ÷òî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñóììà âëè-
ÿíèé âñåõ èãðîêîâ ðàâíà 1 (èëè 100%). Ýòî ñâîéñòâî âåðíî äëÿ áîëüøèíñòâà èíäåêñîâ
âëèÿíèÿ, íî åñòü è èñêëþ÷åíèÿ, ñàìîå èçâåñòíîå èç êîòîðûõ � èíäåêñ Ïåíðîóçà.

Íàèáîëåå æå èçâåñòíû èíäåêñû âëèÿíèÿ Áàíöàôà è Øåïëè�Øóáèêà.
Â èíäåêñå âëèÿíèÿ Ïåíðîóçà (P) [5], ÷èñëî êîàëèöèé ñ êëþ÷åâûì èãðîêîì i

äåëèòñÿ íà ÷èñëî âñåõ êîàëèöèé, â êîòîðûå âõîäèò i:

Pi(v) =
1

2n−1
|Wi(v)|.

Èíäåêñ âëèÿíèÿ Áàíöàôà (Bz) ïðîïîðöèîíàëåí èíäåêñó Ïåíðîóçà, íî íîðìè-
ðîâàí òàê, ÷òîáû ñóììà âëèÿíèé áûëà ðàâíà åäèíèöå:

Bzi =
|Wi|∑n
j=1 |Wj|

.

Èíäåêñ Øåïëè�Øóáèêà (SSI) [7] � ÷àñòíûé ñëó÷àé âåêòîðà Øåïëè. Â íåì
÷èñëî, êîòîðîå êîàëèöèÿ äîáàâëÿåò ê âëèÿíèþ èãðîêà, çàâèñèò îò åå ðàçìåðà

SSi =
∑

S∈Wi(v)

(n− s)!(s− 1)!

n!
==

∑
S⊆N

(v(S)− v(S \ {i})) (n− s)!(s− 1)!

n!
.

Èãðû è èíäåêñû âëèÿíèÿ, çàâèñÿùèå îò ïðåäïî÷òåíèé ó÷àñòíèêîâ

Â îïðåäåëåíèå ïðîñòîé èãðû äîáàâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ � êàæäîìó
èãðîêó i è êîàëèöèè S ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî f(i, S), êîòîðîå ìîæíî âîñïðèíèìàòü,
êàê ìåðó æåëàíèÿ èãðîêà i ïðèñîåäèíÿòüñÿ ê S.

Íàçîâåì ïðîñòîé èãðîé ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè òðîéêó (N, v, f), ãäå N = {1, . . . n} �
ìíîæåñòâî èãðîêîâ, ïàðà (N, v) îáðàçóåò ïðîñòóþ èãðó, à f(i, S) � íåêîòîðàÿ ôóíê-
öèÿ. Èãðà (N, v, f) ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî v.

Îïðåäåëèì α-èíäåêñ âëèÿíèÿ [1, 2], êàê

αi(v) =
∑

S∈Wi(v)

f(i, S). (1)
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Àêñèîìû

Àêñèîìàòè÷åñêîìó ïîäõîäó ê èíäåêñàì âëèÿíèÿ ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðà-
áîò, íàïðèìåð, [1, 4, 6, 7]. Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî õîðîøî èçâåñòíûõ àêñèîì äëÿ
èíäåêñîâ âëèÿíèÿ.

Àêñèîìà áîëâàíà / Null Player (NP). Äëÿ ëþáîé èãðû v: åñëè i � áîëâàí â
èãðå v, òî åãî âëèÿíèå ðàâíî 0.

Àíîíèìíîñòü / Anonymity (An). Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π èãðîêîâ ïðîñòîé
èãðû v Φi(πv) = Φπ(i)(v).

Òðàíñôåð / Transfer (T). Äëÿ ëþáûõ èãð v, w, ëþáîé êîàëèöèè S ∈ M(v) ∩
M(w) è ëþáîãî i ∈ N

Φi(v)− Φi(v−S) = Φi(w)− Φi(w−S).

Ñèììåòðè÷íîñòü äîõîäîâ/ïîòåðü / Symmetric Gain-Loss (SymGL). 1)
Äëÿ ëþáîé èãðû v, ëþáîé êîàëèöèè S ∈M(v) è ëþáûõ i, j ∈ S:

Φi(v)− Φi(v−S) = Φj(v)− Φj(v−S).

2) Äëÿ ëþáîé èãðû v, ëþáîé êîàëèöèè S ∈M(v) è ëþáûõ i, j /∈ S:

Φi(v)− Φi(v−S) = Φj(v)− Φj(v−S).

Âñå óïîìÿíóòûå â ñòàòüå èíäåêñû óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìå áîëâàíà. Àêñèîìå àíî-
íèìíîñòè óäîâëåòâîðÿþò âñå êëàññè÷åñêèå èíäåêñû âëèÿíèÿ, íî íå α-èíäåêñ. Àêñèî-
ìå T óäîâëåòâîðÿþò âñå èíäåêñû, êðîìå èíäåêñà Áàíöàôà ([1, 4]), àêñèîìå SymGL
óäîâëåòâîðÿþò èíäåêñû Ïåíðîóçà è Øåïëè�Øóáèêà ([4]), à α-èíäåêñ � òîëüêî åå
ïåðâîé ÷àñòè è òîëüêî åñëè èãðà ñèììåòðè÷íà ([1]).

Òåîðåìà î ñðåäíåì

Äëÿ èíäåêñà Áàíöàôà (è ëþáîãî äðóãîãî èíäåêñà, íå óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå àä-
äèòèâíîñòè èëè åå àíàëîãàì T èëè SymGL) ñòðîãî ñôîðìóëèðîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå
ïðîáëåìàòè÷íî. Íî äëÿ àääèòèâíûõ èíäåêñîâ âëèÿíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùåå
ðàññóæäåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç vq ãîëîñîâàíèå ñ êâîòîé (q;w1, . . . , wn), ò.å. ÷èñëî ãîëîñîâ ó÷àñò-
íèêîâ ôèêñèðîâàíî, q � ïàðàìåòð.

Òåîðåìà 1. 1) Äëÿ α�èíäåêñà:∫ ∞
0

αi(vq) dq = wi ·
∑
S3i

f(i, S).

2) Ïóñòü èíäåêñ âëèÿíèÿ Φ(v) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì NP, T è SymGL. Òîãäà
∞∫
0

Φi(vq) dq ïðîïîðöèîíàëåí wi.

3) Äëÿ èíäåêñîâ Ïåíðîóçà è Øåïëè�Øóáèêà:∫ ∞
0

Pi(vq) dq =

∫ ∞
0

SSi(vq) dq = wi.
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À åñëè èñõîä ãîëîñîâàíèÿ îäíîçíà÷åí?

Â áîëüøèíñòâå ðåàëüíûõ ñõåì ãîëîñîâàíèÿ q > w(N)/2, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
îäíîçíà÷íîñòè èñõîäà ãîëîñîâàíèÿ. Ïîýòîìó ïðè óñðåäíåíèè ëîãè÷íî íà÷èíàòü èí-
òåãðèðîâàíèå ïî êâîòå íå ñ 0, à ñ w(N)/2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåîðåìà î ñðåäíåì ïðè
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ îñòàåòñÿ âåðíà.

Òåîðåìà 2. 1) Äëÿ α�èíäåêñà: ïóñòü ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè òàêîâû, ÷òî äëÿ
ëþáîãî èãðîêà i è êîàëèöèè S f(i, S) = f(i, (N \ S) ∪ {i}). Òîãäà

∫ w(N)

w(N)/2

αi(vq) dq =
1

2
wi ·

∑
S3i

f(i, S).

2) Äëÿ èíäåêñîâ Ïåíðîóçà è Øåïëè�Øóáèêà:

∫ w(N)

w(N)/2

Pi(vq) dq =

∫ w(N)

w(N)/2

SSi(vq) dq = wi/2.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî èãðîêó âñå ðàâíî, ñ êåì
âñòóïàòü â êîàëèöèþ � ñ èãðîêàìè èç S \ {i} èëè ñ îñòàëüíûìè èãðîêàìè (N \ S).

Äèñêðåòíûé ñëó÷àé

×àùå âñåãî ÷èñëî ãîëîñîâ è êâîòà � öåëûå ÷èñëà. Òîãäà ïðè óñðåäíåíèè ìîæíî íå
èíòåãðèðîâàòü, à ñóììèðîâàòü ïî êâîòå.

Òåîðåìà 3. 1) Äëÿ α�èíäåêñà:

∞∑
0

αi(vq) dq = wi ·
∑
S3i

f(i, S).

Åñëè ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî èãðîêà i è êîàëèöèè S
f(i, S) = f(i, (N \ S) ∪ {i}), òî

w(N)∑
w(N)/2

αi(vq) dq =
1

2
wi ·

∑
S3i

f(i, S).

2) Ïóñòü èíäåêñ âëèÿíèÿ Φ(v) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì NP, T è SymGL. Òîãäà∑∞
0 Φi(vq) dq ïðîïîðöèîíàëåí wi.
3) Äëÿ èíäåêñîâ Ïåíðîóçà è Øåïëè�Øóáèêà:

∞∑
0

Pi(vq) dq =
∞∑
0

SSi(vq) dq = wi.

w(N)∑
w(N)/2

Pi(vq) dq =

w(N)∑
w(N)/2

SSi(vq) dq = wi/2.
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Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñõåìû ãîëîñîâàíèÿ

Ðåçóëüòàò òåîðåìû 3 ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê âîçâðàùåíèå ê ïðèíöèïó "âëèÿíèå
äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ãîëîñîâ". Íàïðèìåð, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ ïï 2) èëè 3) òåîðåìû 3, ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêóþ ñõåìó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ:
ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåòñÿ êâîòà îò w(N)/2 äî w(N) è ãîëîñîâàíèå ïðî-
âîäèòñÿ ñ òàêîé êâîòîé. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âëèÿíèÿ ïðè ãîëîñîâàíèè
áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ãîëîñîâ.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå áóäåò âåðíî è äëÿ íîðìèðîâàííûõ èíäåêñîâ, íî èç-çà
íîðìèðîâàíèÿ âåñà ðàçëè÷íûõ ãîëîñîâàíèé áóäóò ðàçëè÷íû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êâîò (w(N)/2) ìîæåò áûòü î÷åíü âåëèêî.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ÷èñëî ìîæíî óìåíüøèòü äî ÷èñëà èãðîêîâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíäåêñ âëèÿíèÿ óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå î ñðåäíåì, åñëè äëÿ
íåãî âûïîëíÿåòñÿ ïóíêò 2) òåîðåìû 1 (èëè òåîðåìû 3).

Òåîðåìà 4. Åñëè èíäåêñ âëèÿíèÿ Φ (èëè èíäåêñ, ïðîïîðöèîíàëüíûé åìó) óäî-
âëåòâîðÿåò òåîðåìå î ñðåäíåì, òî ñóùåñòâóþò òàêèå êâîòû q1, . . . , qn è âåðîÿòíîñòè
p1, . . . , pn, ÷òî

n∑
i=1

piΦqi ∼ (w1, . . . , wn).
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ÓÄÊ 519.175.4
ÁÁÊ 22.174.2
ß 76

Êîíå÷íîñòü ñïåêòðà ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà êâàíòîðíîé
ãëóáèíû 4

Þ.Í. ßðîâèêîâ
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñâîéñòâ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîãî ãðàôà. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ñïåêòð ëþ-
áîãî ñâîéñòâà ãëóáèíû 4 êîíå÷åí.

First order formulae of quanti�er depth 4 spectrum �niteness
Y.N. Yarovikov

Moscow Institute of Physics and Technology, Moscow, Russia

Ìû ðàññìàòðèâàåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñâîéñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñâîéñòâ,
âûðàçèìûõ â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà) áèíîìèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ G(n, p). Ãî-
âîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûé ãðàô G(n, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, åñëè äëÿ
êàæäîãî ñâîéñòâà ãðàôà ïåðâîãî ïîðÿäêà âåðîÿòíîñòü åãî âûïîëíåíèÿ ñòðåìèòñÿ
ëèáî ê íóëþ, ëèáî ê åäèíèöå. Òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûé ãðàô ïîä÷èíÿåòñÿ k-
çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, åñëè äëÿ êàæäîãî ñâîéñòâà ãðàôà ïåðâîãî ïîðÿäêà êâàí-
òîðíîé ãëóáèíû íå áîëåå k âåðîÿòíîñòü åãî âûïîëíåíèÿ ñòðåìèòñÿ ëèáî ê íóëþ, ëèáî
ê åäèíèöå.

Ïóñòü α ∈ (0, 1) � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Â 1988 ãîäó Äæ. Ñïåíñåð è Ñ. Øåëàõ
äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ãðàôà G(n, n−α) âûïîëíÿåòñÿ çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû,
åñëè è òîëüêî åñëè α èððàöèîíàëüíî. Ãîâîðÿò, ÷òî ðàöèîíàëüíîå α ïðèíàäëåæèò k-
ñïåêòðó, åñëè ñëó÷àéíûé ãðàô G(n, n−α) íå ïîä÷èíÿåòñÿ k-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Â 2012 ãîäó Ì. Å. Æóêîâñêèé äîêàçàë, ÷òî íàèìåíüøèé ýëåìåíò k-ñïåêòðà ðàâåí
1

k−2
. Ïðè ýòîì îáùàÿ ñòðóêòóðà k-ñïåêòðà ïî-ïðåæíåìó íå èçó÷åíà. Îäíàêî, èçâåñòíî

(Äæ. Ñïåíñåð, 1990), ÷òî 14-ñïåêòð áåñêîíå÷åí. Áîëåå òîãî, Ì. Æóêîâñêèé äîêàçàë,
÷òî 1

2
� ïðåäåëüíàÿ òî÷êà 5-ñïåêòðà, à 3-ñïåêòð êîíå÷åí. Íàêîíåö, â 2018 ãîäó À.

Ìàòóøêèí è Ì. Æóêîâñêèé äîêàçàëè, ÷òî åäèíñòâåííûìè ïðååëüíûìè òî÷êàìè 4-
ñïåêòðà ìîãóò áûòü ëèøü 1

2
è 3

5
.

Íàø ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû äîêàçûâàåì, ÷òî 1
2
è 3

5
òàêæå íå ÿâëÿþò-

ñÿ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè 4-ñïåêòðà. Ñëåäîâàòåëüíî, 4-ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì è
ìèíèìàëüíîå k, äëÿ êîòîðîãî ñïåêòð áåñêîíå÷åí, ðàâíî 5.
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ßðîâèêîâ Þ. Í., ñòóäåíò 2 êóðñà ìàãèñòðàòóðû Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñ-
êîãî èíñòèòóòà.

ÓÄÊ 519.9
ÁÁÊ 22.18
È 97

Êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü è å¼ àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîéñòâà

Ð.À. Èøêóâàòîâ
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Äîëãîïðóäíûé, Ðîññèÿ

LIRMM, CNRS, Óíèâåðñèòåò Ìîíïåëüå, Ôðàíöèÿ
Ä.Â. Ìóñàòîâ

Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Äîëãîïðóäíûé, Ðîññèÿ
Ðîññèéñêàÿ àêàäåìèÿ íàðîäíîãî õîçÿéñòâà è ãîñóäàðñòâåííîé ñëóæáû, Ìîñêâà,

Ðîññèÿ
Êàâêàçñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð ïðè Àäûãåéñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå,

Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ñëîâà íàçûâàåòñÿ äëè-
íà êðàò÷àéøåé ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ïå÷àòàåò ýòî ñëîâî íà ïó-
ñòîì âõîäå. Åñëè ñëîæíîñòü ñèëüíî ìåíüøå äëèíû, òî ñëîâî ñ÷è-
òàåòñÿ íåñëó÷àéíûì, êàê è ïðîöåññ, åãî ïîðîäèâøèé. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïîäñ÷¼ò êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè ìîã áû áûòü óíèâåð-
ñàëüíûì òåñòîì êà÷åñòâà ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ áèòîâ. Ê ñîæà-
ëåíèþ, êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü íåâû÷èñëèìà, òàê ÷òî òàêîé
òåñò íåðåàëèçóåì àëãîðèòìè÷åñêè. Íåäàâíî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
íå òîëüêî ñàìà ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè íåâû÷èñëèìà, íî è ëþáîå å¼
äîñòàòî÷íî áëèçêîå ïðèáëèæåíèå. Ìû èçó÷àåì ñëåäñòâèÿ ýòîãî
ôàêòà äëÿ ïîñòðîåíèé òåñòîâ ñëó÷àéíîñòè.
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Kolmogorov complexity and its algorithmic properties

R.A. Ishkuvatov
Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Russia

LIRMM, CNRS, University of Montpellier, France
D.V. Musatov

Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Russia
Russian Academy of National Economy and Public Administration, Moscow, Russia

Caucasus Mathematical Center at Adyghe State University, Maykop, Russia

Ââåäåíèå

Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ áèòîâ. Â èäåàëå âñå âûäàâàåìûå áè-
òû äîëæíû áûòü ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî è íåçàâèñèìî â ñîâîêóïíîñòè. Íî ìîæíî
ëè ïî íåêîòîðîìó íà÷àëüíîìó ó÷àñòêó ïîíÿòü, íàñêîëüêî ãåíåðàòîð õîðîø? Ñ îäíîé
ñòîðîíû, âñå íà÷àëüíûå ó÷àñòêè ðàâíîâåðîÿòíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ãåíåðàòîð
âûäà¼ò îäíè íóëè, èëè îäíè åäèíèöû, èëè ðåãóëÿðíîå ÷åðåäîâàíèå 10101010 . . . è
ò.ï., òî âðÿä ëè òàêîé ãåíåðàòîð õîðîø. Îòêóäà ñëåäóåò ýòîò âûâîä? Îáû÷íî ãîâî-
ðÿò î ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòàõ. Â ïåðâûõ äâóõ ïðèìåðàõ íàðóøàåòñÿ ÷àñòîòíûé òåñò: â
ñëó÷àéíîì ñëîâå íóëåé è åäèíèö äîëæíî áûòü ïðèìåðíî ïîðîâíó. Â òðåòüåì ñëó÷àå
íàðóøàåòñÿ ÷àñòîòíûé òåñò äëÿ äèãðàìì: â ñëó÷àéíîì ñëîâå âñåõ ïàð ïîäðÿä èäóùèõ
00, 01, 10, 11 òàêæå äîëæíî áûòü ïðèìåðíî ïîðîâíó. Åñòü ìíîæåñòâî áîëåå õèòðûõ
òåñòîâ, íàïðèìåð, ñåðèàëüíûé (â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî äëèí-
íûå öåïî÷êè èç îäíèõ íóëåé èëè îäíèõ åäèíèö, íî íå ñëèøêîì óæ äëèííûå).

Òåì íå ìåíåå, âñå ýòè òåñòû ìîãóò íè÷åãî íå äàòü. Ðàññìîòðèì òàêóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü:

11011 10011 10111 10100 00001 10101 11000 00111 10111 11111 01000 11010

Â íåé 60 áèòîâ, èç íèõ 25 íóëåé è 35 åäèíèö, äèãðàììû 00, 01, 10, 11 âñòðå÷àþòñÿ
12, 12, 13 è 22 ðàçà, ñîîòâåòñòâåííî, ñàìûå äëèííûå ñåðèè èç 0 è 1 èìåþò äëèíó 6
è 8, ñîîòâåòñòâåííî. Âñå ýòè îòêëîíåíèÿ óêëàäûâàþòñÿ â äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.
Ìîæíî ëè íàçâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíîé? Îêàçûâàåòñÿ, íåò: ó íå¼ åñòü î÷åíü
ïðîñòîå îïèñàíèå: ýòî çíàêè äåñÿòè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà π, ãäå ÷¼òíûå öèôðû
çàìåíåíû íà íóëè, à íå÷¼òíûå íà åäèíèöû.

Ìîæíî äàòü òàêîå íåôîðìàëüíîå îáùåå îïðåäåëåíèå: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-
÷àéíà, åñëè â íåé íåò íèêàêèõ çàêîíîìåðíîñòåé. Íî ÷òî òàêîå çàêîíîìåðíîñòü? Ýòî
íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ çàâèñèìîñòü, êîòîðóþ ìîæíî êîðîòêî îïèñàòü. Ïðè ýòîì íå
îáÿçàòåëüíî ýòó çàâèñèìîñòü ìîæíî âûÿâèòü àíàëèçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è äàæå
íå îáÿçàòåëüíî ïî îïèñàíèþ çàêîíîìåðíîñòè ìîæíî ïðîâåðèòü, åñòü îíà èëè íåò. Íî
åñëè îïèñàíèå ïðåäúÿâëåíî âìåñòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì åãî ïðàâèëüíîñòè, òî ýòî óæå
ìîæíî ïðîâåðèòü.

Ôîðìàëüíî íàëè÷èå çàêîíîìåðíîñòè â ñëîâå x âûðàæàåòñÿ êîðîòêîé ïðîãðàììîé,
êîòîðàÿ ïå÷àòàåò x íà ïóñòîì âõîäå. Äëèíà êðàò÷àéøåé òàêîé ïðîãðàììû íàçûâà-
åòñÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ñëîâà x è îáîçíà÷àåòñÿ C(x). Ïî ïðèíöèïó Äè-
ðèõëå ÿñíî, ÷òî ñëîâ ìàëîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè íåìíîãî, à ó áîëüøèíñòâà
ñëîâ ñëîæíîñòü áëèçêà ê äëèíå. Áûëî áû õîðîøî ñäåëàòü óíèâåðñàëüíûé ¾êîëìî-
ãîðîâñêèé¿ òåñò ñëó÷àéíîñòè: âåðíî ëè, ÷òî êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü ïðèìåðíî
ðàâíà äëèíå? Ê ñîæàëåíèþ, òàêîé òåñò íåâîçìîæåí èç-çà íåâû÷èñëèìîñòè ôóíêöèè
ñëîæíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè áû îíà áûëà âû÷èñëèìà, òî ìîæíî áûëî áû íàéòè
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íàèìåíüøåå ïî íåêîòîðîìó ïîðÿäêó ñëîæíîå ñëîâî. À òîãäà ýòî ñëîâî ìîæíî áûëî
áû ïîëó÷èòü, çíàÿ òîëüêî ïîðîã ñëîæíîñòè, ò.å. îíî áûëî áû ïðîñòûì. Ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èå ñðîäíè èçâåñòíîìó ïàðàäîêñó Áåððè: ôðàçà ¾Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
êîòîðîå íåëüçÿ îïèñàòü ôðàçîé íà ðóññêîì ÿçûêå íå äëèííåå ÷åòûðíàäöàòè ñëîâ¿
ãîâîðèò î íåâîçìîæíîñòè îïèñàíèÿ, êîòîðûì ñàìà ÿâëÿåòñÿ.

Íå ìîæåò ëè áûòü òàê, ÷òî êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü âñ¼ æå ¾ïî÷òè âû÷èñëè-
ìà¿ è åñëè íå èäåàëüíûé, òî î÷åíü õîðîøèé òåñò â êîëìîãîðîâñêîì äóõå èçãîòîâèòü
ìîæíî? Îêàçûâàåòñÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü î÷åíü äàëåêà
îò âû÷èñëèìîé ôóíêöèè. À èìåííî, âåðíî ñëåäóþùåå: åñëè êàêàÿ-òî ôóíêöèÿ ïðè-
áëèæàåò êîëìîãîðîâñêóþ ñëîæíîñòü ñ òî÷íîñòüþ d äëÿ âñåõ ñëîâ, êðîìå äîëè 2−e, òî
e ≤ 2d+O(1). ïðè ýòîì òàêàÿ æå îöåíêà âåðíà äëÿ òðèâèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ n−d
(äëèíà x çà âû÷åòîì d). Äëÿ ôóíêöèè, ïðèáëèæàþùåé ñâåðõó, îøèáêà åù¼ âûøå:
e ≤ d + O(1). Îòñþäà ìû âûâîäèì, ÷òî òåñò ñëó÷àéíîñòè, îñíîâàííûé íà ñðàâíåíèè
ïðèáëèæåíèÿ ñ íåêîòîðûì ïîðîãîì, îøèáàåòñÿ äëÿ êîíñòàíòíîé äîëè íåñëó÷àéíûõ
ñëîâ.

Ïîíÿòèå êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü åñòü íåêîòîðàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿD : {0, 1}∗ → {0, 1}∗.
Êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ñëîâà x ïðè ñïîñîáå îïèñàíèÿ D íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
CD(x) = min{|p| : D(p) = x}.

Ïðè ¾ïëîõèõ¿ ñïîñîáàõ îïèñàíèÿ ó íåêîòîðûõ ñëîâ ìîæåò âîîáùå íå áûòü îïèñà-
íèÿ, ëèáî îíî ìîæåò áûòü ÷åðåñ÷óð äëèííûì. Îäíàêî åñòü óíèâåðñàëüíûå ñïîñîáû,
äëÿ êîòîðûõ ýòà äëèíà îïòèìàëüíà.

Òåîðåìà 1 (Êîëìîãîðîâà�Ñîëîìîíîâà, [2]). Ñóùåñòâóåò ñïîñîá îïèñàíèÿ U , òà-
êîé ÷òî äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ñïîñîáà D ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ x
âûïîëíåíî CU(x) ≤ CD(x) + c.

Îáû÷íî ñïîñîá îïèñàíèÿ íå óòî÷íÿþò, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ôèêñèðîâàí êàêîé-òî
óíèâåðñàëüíûé. Â òàêîì ñëó÷àå èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñëîæíî-
ñòüþ ñëîâà x è åãî äëèíîé n.

Òåîðåìà 2. 1. Äëÿ ëþáîãî ñëîâà ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò äëèíû ñ òî÷íî-
ñòüþ äî êîíñòàíòû: C(x) ≤ n+ a äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû a.

2. Ñóùåñòâóåò ñëîâî ñëîæíîñòè íå ìåíüøå äëèíû: C(x) ≥ n.

3. (Óñèëåíèå ïðåäûäóùåãî). Äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû c è äëÿ âñåõ ñëîâ, êðîìå äîëè
ìåíüøå 2−c, âûïîëíåíî C(x) ≥ n− c.

4. Äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû b è ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû c äîëÿ ñëîâ ñëîæíîñòè
ìåíüøå n− c íå ìåíüøå 2−c−b.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ òðèâèàëüíîé
ïðîãðàììû ¾Íàïå÷àòàòü x¿, äëèíà êîòîðîé áîëüøå äëèíû x íà äëèíó êîìàíäû ïå-
÷àòè. Âòîðîå è òðåòü ïîëó÷àþòñÿ ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå: ñëîâ ñëîæíîñòè ìåíüøå
n − c íå áîëüøå, ÷åì ñëîâ äëèíû n − c (ïîòåíöèàëüíûõ îïèñàíèé), à èõ â òî÷íîñòè
1 + 2 + 22 + · · · + 2n−c−1, ÷òî ìåíüøå 2n−c. Ïîëó÷àåì äîëþ ìåíüøå 2−c. Ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ðàññìîòðåíèåì âñåõ ñëîâ ñ c+ b íóëÿìè íà êîíöå. Îíè îïè-
ñûâàþòñÿ ïðåôèêñîì äëèíû n−c−b è íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, êîòîðóþ ìû è âîçüì¼ì
çà b.

Áîëåå ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå [1].
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Êîëìîãîðîâñêèå òåñòû ñëó÷àéíîñòè

Êàê ìû óâèäåëè, ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ñëîâ èìååò ñëîæíîñòü, áëèçêóþ ê äëèíå.
Ýòî ìîãëî áû ñòàòü îñíîâîé ¾êîëìîãîðîâñêîãî¿ òåñòà ñëó÷àéíîñòè: åñëè êîëìîãîðîâ-
ñêàÿ ñëîæíîñòü ñëîâà äëèíû n ìåíüøå, ÷åì n − c äëÿ âûáðàííîãî ïîðîãà c, òî ìû
ñ÷èòàåì ñëîâî íåñëó÷àéíûì. Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò ïëàí îáðå÷¼í íà íåóäà÷ó, ò.ê. êîë-
ìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü íåâû÷èñëèìà.

Òåîðåìà 3. Êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü C(x) íå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå íàïîìèíàåò óïîìÿíóòûé âî ââåäåíèè ïàðàäîêñ Áåð-
ðè. Åñëè C(x) âû÷èñëèìà, òî âû÷èñëèìà è ôóíêöèÿ M(n) = min{x | C(x) > n}
(ìèíèìóì íà ñëîâàõ áåð¼òñÿ ñíà÷àëà ïî äëèíå, ïîòîì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè). Äàëåå, ñ
îäíîé ñòîðîíû, C(M(n)) > n ïî îïðåäåëåíèþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, C(M(n)) < log n+c:
çíàÿ n è óìåÿ âû÷èñëÿòü C(x), ìîæíî ïåðåáèðàòü âñå x ïîäðÿä, âû÷èñëÿòü èõ ñëîæ-
íîñòü è íàéòè M(n). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè òî÷íûé êîëìîãîðîâñêèé òåñò íåâîçìîæåí, áûòü ìîæåò, âîçìîæåí ïðèáëè-
æ¼ííûé? À èìåííî, çíà÷åíèå íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f(x), â êàêîì-òî ñìûñ-
ëå ïðèáëèæàþùåé ñëîæíîñòü, ñðàâíèâàåòñÿ ñ n è, åñëè îíî îêàçàëîñü çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå, òî ñëîâî ïðèçíà¼òñÿ íåñëó÷àéíûì. Ðàçóìååòñÿ, áóäóò âîçíèêàòü îøèáêè:
ïåðâîãî ðîäà, êîãäà ñëîâî ñëó÷àéíî, íî ïðèçíàíî íåñëó÷àéíûì, è âòîðîãî ðîäà, êîãäà
ñëîâî íåñëó÷àéíî, íî ïðèçíàíî ñëó÷àéíûì. Îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ìîæíî èñêëþ÷èòü,
åñëè â êà÷åñòâå f(x) èñïîëüçîâàòü êàêóþ-íèáóäü âû÷èñëèìóþ âåðõíþþ îöåíêó ñëîæ-
íîñòè. Îøèáêà âòîðîãî ðîäà áóäóò ìàëà óæå äëÿ òðèâèàëüíîãî òåñòà, îáúÿâëÿþùåãî
ëþáîå ñëîâî ñëó÷àéíûì. Ìîæíî ëè äîáèòüñÿ ÷åãî-òî ñóùåñòâåííî ëó÷øåãî?

Åù¼ îäíî âîçìîæíîå ïîñëàáëåíèå � âìåñòî îäíîãî çíà÷åíèÿ f(x) âû÷èñëÿòü ñïè-
ñîê çíà÷åíèé (f1(x), . . . , fk(x)) è ïî åãî âèäó êàê-òî îïðåäåëÿòü, ñëó÷àéíî ëè x. Íà-
ïðèìåð, åñëè âñå çíà÷åíèÿ â ýòîì ñïèñêå ìåíüøå n− c, òî ñëîâî îáúÿâëÿåòñÿ íåñëó-
÷àéíûì. Ïîõîæàÿ çàäà÷à èçó÷àëàñü â ðàáîòå Áåéãåëÿ è äð. [3], ãäå áûëà äîêàçàíà
òàêàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4 ([3]). Ïóñòü F (x) = (f1(x), . . . , fk(x)) � âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, âîçâðà-
ùàþùàÿ ñïèñîê äëèíû k, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî x äëèíû n âåëè÷èíà C(x) ïðèíàäëå-
æèò F (x). Òîãäà k èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà n.

Ýòà îöåíêà òî÷íà: íàïðèìåð, ìîæíî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ, ó
êîòîðîãî âñå îïèñàíèÿ èìåþò äëèíó, êðàòíóþ K. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ñîñòàâèòü
ñïèñîê âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëîæíîñòè äëèíû N/K ïðîñòî èç âñåõ ÷èñåë, êðàòíûõ
K. Ðàçóìååòñÿ, ïî òàêîìó ñïèñêó íè÷åãî ïðî ñëó÷àéíîñòü ñêàçàòü íåëüçÿ. Îäíàêî
åñëè ñïèñîê èìååò äðóãîé âèä, òî ÷òî-òî ñêàçàòü ìîæíî. Íàïðèìåð, åñëè ñïèñîê ñî-
ñðåäîòî÷åí íà ìàëûõ äëèíàõ, òî ñëîâî íåñëó÷àéíî. Îòñþäà âîçíèêàåò òàêîé ïëàí:
áóäåì âû÷èñëÿòü ñëîæíîñòü ñëîâà ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ. Åñëè ðàçíîñòü äëèíû è
ïðèáëèæåíèÿ ê ñëîæíîñòè âåëèêà, òî îáúÿâèì ñëîâî íåñëó÷àéíûì. Ìû ïîêàçûâà-
åì, ÷òî ýòîò ïëàí òîæå îáðå÷¼í íà íåóäà÷ó, â òîì ñìûñëå, ÷òî îøèáêà íå ñèëüíî
óìåíüøèòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òðèâèàëüíûì òåñòîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà ñ òî÷íîñòüþ d è
îøèáêîé e, åñëè äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè g âûïîëíåíî |f(x)− g(x)| ≤ d
äëÿ äîëè ñëîâ íå ìåíüøå 1− 2−e. Ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà ñâåðõó ñ òåìè æå ïàðàìåò-
ðàìè, åñëè òî æå ñîîòíîøåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g(x) ≥ f(x).
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Íàïðèìåð, îöåíêîé ñâåðõó áóäåò ôóíêöèÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè ñ îãðàíè-
÷åíèåì íà ðåñóðñû.

Îïðåäåëåíèå 3. Êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåñóðñû
Cs,t(x|y) íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåé ïðîãðàììû p, ïðåîáðàçóþùåé y â x çà âðåìÿ
íå áîëüøå t è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàìÿòè íå áîëüøå s. Êàê îáû÷íî, áóäåì èñïîëüçîâàòü
íåêîòîðûé îïòèìàëüíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ, íàïðèìåð, òîò æå, ÷òî è äëÿ îáû÷íîé
ñëîæíîñòè, à åñëè óñëîâèå ïóñòî, òî áóäåì ïèñàòü ïðîñòî Cs,t(x).

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé s(n) è t(n) âåëè÷èíà Cs(n),t(n)(x) áóäåò
âû÷èñëèìîé âåðõíåé îöåíêîé C(x). (Òóò ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî îïòèìàëüíûé ñïîñîá
â òî÷íîñòè òîò æå ñàìûé). Âû÷èñëèìîå ïðèáëèæåíèå ïîçâîëÿåò äåëàòü òàêîé òåñò
ñëó÷àéíîñòè: âûáåðåì ïîðîã p è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî íåñëó÷àéíî, åñëè g(x) <
n− p. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà íå ïðåâûñèò 2−e. Îøèáêà âòîðîãî
ðîäà òî÷íî íå áîëüøå 2−c, ò.å. îáùåé äîëè íåñëó÷àéíûõ ñëîâ. Ðàíåå áûëî äîêàçàíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î âîçìîæíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè.

Òåîðåìà 5 (íåÿâíî â [4]). Ïóñòü ôóíêöèÿ C(x) âû÷èñëèìà ñ òî÷íîñòüþ d(n)
è îøèáêîé e(n). Òîãäà e(n)− 2d(n) íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé êîíñòàíòû. Åñëè C(x)
âû÷èñëèìà ñâåðõó ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, òî e(n)−d(n) íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé
êîíñòàíòû.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, äëÿ òåñòà, îñíîâàííîãî íà ðåñóðñíî-îãðàíè÷åííîé ñëîæíî-
ñòè, âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà íóëåâàÿ. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà
òåñòîâ îøèáêà âòîðîãî ðîäà îáÿçàòåëüíî áóäåò ñóùåñòâåííîé. Ïóñòü d áóäåò íåêîòî-
ðîé êîíñòàíòîé. Òîãäà èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî äîëÿ ñëîâ, äëÿ êîòîðûõ Cs,t(x) −
C(x) > d, íå ìåíüøå 2−d−q äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû q, çàâèñÿùåé òîëüêî îò s è t.
Ðàññìîòðèì òåñò ñ ïîðîãîì îòñå÷åíèÿ p: åñëè Cs,t(x) < n − p, òî ñëîâî ïðèçíà¼òñÿ
íåñëó÷àéíûì, èíà÷å ñëó÷àéíûì. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò æå ïîðîã äëÿ îòñå÷åíèÿ
èñòèííî ñëó÷àéíûõ ñëîâ îò íåñëó÷àéíûõ: åñëè C(x) < n − p, òî ñëîâî íåñëó÷àéíî,
èíà÷å ñëó÷àéíî. Ïóñòü p òàêîâî, ÷òî C(x) < n + d − p äëÿ ëþáîãî ñëîâà x. Èíà÷å
ãîâîðÿ, p < d − r äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû r, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ñïîñîáà îïèñà-
íèÿ. Çíà÷èò, äëÿ ñëó÷àéíûõ ñëîâ èçìåðåíèå îãðàíè÷åííîé ñëîæíîñòè íå ìîæåò äàòü
îøèáêó âûøå d. Ïîýòîìó âñÿ îøèáêà áóäåò âíåñåíà äëÿ íåñëó÷àéíûõ. ×òîáû îíà íå
ïîâëèÿëà íà êëàññèôèêàöèþ ñëîâà x, òðåáóåòñÿ C(x) < n − p − d. Íî òàêèõ ñëîâ íå
áîëüøå 2n−p−d. Åñëè ïðè ýòîì p > q + 1, òî ýòî õîòÿ áû âäâîå ìåíüøå 2n−d−q, ò.å.
÷èñëà ñëîâ ñ áîëüøèì ðàçðûâîì ìåæäó äâóìÿ ñëîæíîñòÿìè. Ïîýòîìó îñòàíåòñÿ íå
ìåíüøå 2n−d−q−1 ñëîâ, äëÿ êîòîðûõ òåñò äàñò îøèáêó. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d
óñëîâèÿ p > q+1 è p < d−r ñîâìåñòíû, òàê ÷òî â èòîãå ìû ïîëó÷àåì òàêóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáûõ âû÷èñëèìûõ s(n) è t(n) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p òåñò
ñëó÷àéíîñòè, ïðèçíàþùèé ñëó÷àéíûìè âñå ñëîâà äëèíû n è ñëîæíîñòè Cs(n),t(n)(x)
íå ìåíüøå n− p, îøèáàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå íåêîòîðîé êîíñòàíòû.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü ýòó òåîðåìó íà ïðîèçâîëüíûå òåñòû
ñëó÷àéíîñòè, îñíîâàííûå íà ïðèáëèæåíèè êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè âû÷èñëèìîé
ôóíêöèåé, à òàêæå èçó÷èòü çàâèñèìîñòü êîíñòàíòû îò ñêîðîñòè ðîñòà ôóíêöèé s(n)
è t(n).
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Î ïðåîáðàçîâàíèÿõ Äàðáó äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ

À.À. Àëëàõâåðäÿí
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî
ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì (Òåîðåìà 1) è çàäà÷à î ïîñòðîåíèè
ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ïîìî-
ùè óðàâíåíèé Ðèêêàòè (Òåîðåìà 2). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áó-
äåì ïðèìåíÿòü ê íåïðåðûâíûì äðîáÿì, ñâÿçàííûì ñ ôóíêöèÿìè
Áåññåëÿ. Ïîêàçàæåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèé Ðèêêàòè ñîîòâåòñòâó-
åò ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé Áåññåëÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

About Darboux transformations of Bessel functions
A.A. Allahverdyan

Adyghe State University, Maikop, Russia

Ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: Aψ = λψ, ãäå A îïåðàòîð âèäà:

A = a0(x)Dn
x + a1(x)Dn−1

x + ...+ an(x), Dx =
d

dx
. (1)

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè ïîäñòàíîâêàìè:

ψ̃ = B1ψ, ψ = B2ψ̃, (2)

ãäå B1 è B2 - äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, è ïîçâîëÿþò ïåðåõîäèòü îò èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ Aψ = λψ ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ Ãψ = λψ̃ è íàîáîðîò.

Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó ê ôóíêöèÿì Áåññåëÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå îíè ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ:

(f(x) + β)(f̂(x)− (β + 1)) = x2,

ãäå f(x) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, ñâÿçàííîãî ñ óðàâíåíèåì Áåññåëÿ (Òåîðå-
ìà 2). Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äðîáíî�ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, à íåïîäâèæíûå òî÷êè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (ñì. Òåîðåìà 2) â
êëàññå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ:

f(t) = z +
1

2
+
β2

2z
− 1

8z
− β2

2z2
+

1

8z2
− β4

4z3
+

7β2

8z3
− 13

64z3
+ ... . (3)

Íàéäåíû çíà÷åíèÿ β, ïðè êîòîðûõ ôîðìàëüíûå ðÿäû ñõîäÿòñÿ è äàþò âñå ðàöèî-
íàëüíûå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.
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Îá îäíîé çàäà÷å ñî ñìåùåíèåì ñ îïåðàòîðîì äðîáíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ

ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà
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Àííîòàöèÿ. Äîêëàä ïîñâÿùåí ôîðìóëèðîâêå è èññëåäîâàíèþ
îäíîé êðàåâîé çàäà÷è ñî ñìåùåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà, êîãäà â êà÷åñòâå îäíîãî
èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäàíà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ïåðåìåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà îò çíà÷åíèé
èñêîìîé ôóíêöèè íà íåçàâèñèìûõ õàðàêòåðèñòèêàõ. Íàéäåíû äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è.

On one problem with displacement with operators of fractional
di�erentiation for the equation of a third-order

parabolic-hyperbolic type

Zh.A. Balkizov
Institute of Applied Mathematics and Automation of KBSC RAS, Nalchik, Russia
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Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè òî÷åê (x, y) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

0 ≡

{
(−y)m uxx − uyy + a (−y)

m−2
2 ux y ≤ 0

uxxx − uy + b y > 0
(1)

ãäå u = u (x, y) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ; a, b, m � çàäàííûå ÷èñëà, ïðè÷åì m > 0,
|a| ≤ m

2
.

Ïðè y < 0 óðàâíåíèå (1) ñîâïàäàåò ñ âûðîæäàþùèìñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíå-
íèåì ïåðâîãî ðîäà [1], à ïðè y > 0 ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì òðåòüåãî
ïîðÿäêà ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè [2]. Óðàâíåíèå (1) îòíîñèòñÿ ê êëàññó óðàâíå-
íèé ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ëè-
íèåé èçìåíåíèÿ òèïà [3].

Âïåðâûå êðàåâàÿ çàäà÷à ñî ñìåùåíèåì ñ îáîáùåííûì ïðîèçâîäíûì (â ñìûñëå Ëè-
óâèëëÿ) â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè y < 0 è a = 0 èññëåäîâàíà â ðà-
áîòå [4]. Ðàçëè÷íûå çàäà÷è ñî ñìåùåíèåì äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [5]-[10].

Óðàâíåíèå (1) â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ â êîíå÷íîé îäíîñâÿçíîé îáëà-
ñòè Ω, îãðàíè÷åííîé îòðåçêàìè AA0, A0B0, BB0 ïðÿìûõ x = 0, y = h è x = r,
ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå õàðàêòåðèñòèêàìè AC : x − 2

m+2
(−y)

m+2
2 = 0 è CB :

x + 2
m+2

(−y)
m+2

2 = r óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùèìè èç òî÷åê A = (0, 0) è B = (r, 0),

ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå C

(
r
2
; −
[

(m+2)r
4

] 2
m+2

)
, ãäå A0 = (0, h), B0 = (r, h). Îáî-

çíà÷èì: Ω1 = Ω
⋂
{y < 0}, Ω2 = Ω

⋂
{y > 0}, I = {(x, y) : 0 < x < r, y = 0}.

Ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè Ω ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçîâåì âñÿêóþ ôóíêöèþ u =
u (x, y) èç êëàññà u (x, y) ∈ C

(
Ω̄
)⋂

C1 (Ω)
⋂
C2 (Ω1)

⋂
C3
x (Ω2), ïðè ïîäñòàíîâêå êî-

òîðîé, äàííîå óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî.
Çàäà÷à 1. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå u = u (x, y) óðàâíåíèÿ (1) ñî

ñâîéñòâàìè:

ux (x, y) ∈ C
(

Ω2

⋃
AA0

)
;

D1−β
0x u [θ0 (t)] , D1−α

rx u [θr (t)] ∈ C (I) ;∣∣∣∣∫ r

0

uy (x, 0) x−α (r − x)−β dx

∣∣∣∣ <∞,
óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì:

u (0, y) = ϕ1 (y) , ux (0, y) = ϕ2 (y) , u (r, y) = ϕ3 (y) , 0 < y < h,

α1 (x) D1−β
0x u [θ0 (t)] + α2 (x) D1−α

rx u [θr (t)] = ψ (x) , 0 < x < r,

ãäå ϕi (y), αk (x), ψ (x) çàäàííûå ôóíêöèè; θ0 (x), θr (x) - àôôèêñû òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùèõ èç òî÷êè (x, 0) ñ õàðàêòåðèñòèêàìè
AC è BC ñîîòâåòñòâåííî; Dγ

cx - îïåðàòîð äðîáíîãî (â ñìûñëå Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ)
èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà γ; α = m−2a

2(m+2)
, β = m+2a

2(m+2)
.

Â ðàáîòå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà çàäàííûå ôóíêöèè ϕi (y), αk (x), ψ (x)
è çàäàííûå ÷èñëà a, b,m, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåãóëÿðíîãî
â îáëàñòè Ω ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.
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ÓÄÊ 533.7
ÁÁÊ 22.365.5
Á 64

Îöåíêè ðåøåíèé îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà

À.Ý. Áèðþê
Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ìîäåëèðóþùåãî ïî-
âåäåíèå îäíîàòîìíîãî ãàçà. Ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äà-
åòñÿ òåîðåìà ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Estimates for solutions of one-dimensional Boltzmann equation
A. Biryuk

Kuban State University, Krasnodar, Russia

Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà âûâîäèòñÿ íà îñíîâå ïîëîæåíèé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, îä-
íîé èç îñíîâíûõ öåëåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãàçîâ,
òàêèõ êàê äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà, òåïëîïðîâîäíîñòü, âÿçêîñòü, äèôôóçèÿ è ò. ä. èç
ìèêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ ìîëåêóëàìè, ñîñòàâëÿþùèìè ãàçû � òà-
êèå êàê ìàññà, ñêîðîñòü, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû è ñèëû
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè.

Êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàññìàòðèâàåò ãàçû, ñîñòîÿùèå èç áîëüøîãî ÷èñëà ìîëå-
êóë, êîòîðûå â áîëüøåé ÷àñòè âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ äâèæóòñÿ íåçàâèñèìî äðóã ê
äðóãó ÷åðåç îáúåì, â êîòîðîì îíè çàêëþ÷àþòñÿ. Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë òåëà
ìîëåêóëû äâèæóòñÿ ïî ïðÿìûì ëèíèÿì, è èõ äâèæåíèå êðàòêîâðåìåííî ïðåðûâàåò-
ñÿ, êîãäà îíè ñòàëêèâàþòñÿ ëèáî ñ äðóãèìè ìîëåêóëàìè, ëèáî ñ âíåøíèìè ñòåíêàìè.
Åñëè ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè ìîëåêóë ïðåíåáðåæèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ êè-
íåòè÷åñêèìè ýíåðãèÿìè, ãàç íàçûâàþò èäåàëüíûì èëè ðàçðåæåííûì; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îí èçâåñòåí êàê ïëîòíûé èëè íàñòîÿùèé ãàç.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îäíîàòîìíûõ ãàçîâ ïðîùå äëÿ èçó÷åíèÿ, íî äàæå îíè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåñüìà ñëîæíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñîâðåìåííû-
ìè ìåòîäàìè ìîæåò áûòü ðåøåíà ëèøü ÷àñòè÷íî. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ìîäåëè îäíîàòîìíûõ ãàçîâ.

Ðàññìîòðèì îäíîàòîìíûé ãàç ñ N ìîëåêóëàìè, çàêëþ÷åííûìè â íåêîòîðîì îáú-
åìå V . Îäíà ìîëåêóëà (÷àñòèöà) ýòîãî ãàçà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â äàííîå âðåìÿ
åå ïîëîæåíèåì x = (x1, x2, x3) è ñêîðîñòüþ v = (v1, v2, v3). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîëåêóëà
ìîæåò áûòü çàäàíà êàê òî÷êà â øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîñòðîåííûì èç êîîðäè-
íàò ïîëîæåíèÿ è êîìïîíåíò ñêîðîñòåé: òàê íàçûâàåìîå ìèêðîñêîïè÷åñêîå ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî (µ-ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî).

Ñîñòîÿíèå ãàçà â µ-ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå â ìîìåíò âðåìåíè t õàðàêòåðèçóåòñÿ
ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x, v, t), ïðè ýòîì

f(x, v, t)dxdv ≡ f(x, v, t)dx1dx2dx3dv1dv2dv3.

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíò ìàññû âåùåñòâà (÷àñòèö) ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëîæåíèþ
x = (x1, x2, x3) è ñêîðîñòè v = (v1, v2, v3).

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèöû ñâîáîäíî ïðîõîäÿò ñêâîçü äðóã äðóãà.
Ïëîòíîñòü f â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñâîáîäíîãî ïîòîêà:

∂tf + v · ∂xf = 0.
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ïðîñòîé âèä:

f(x, v, t) = f0(x− tv, v).

Íà îñíîâå ýòîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëèì ñâîáîäíûé ïîòîê ÷àñòèö: Φt(f)(x, v) = f(x −
tv, v). Îòìåòèì ÷òî ýòîò ïîòîê íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â ïðîñòðàíñòâå L∞x (L1

v).
Ó÷åò ñòîëêíîâåíèé ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé, ââåäåííîãî

Ìàêñâåëëîì [3] è Áîëüöìàíîì [2].

Q(f, f)(x, v, t) =

=

∫
R3
v∗

∫
S2
σ

(
f(v′)f(v′∗)− f(v)f(v∗)

)
K(|v − v∗|, (v−v∗)·σ

|v−v∗| ) dSσdv∗ =

= Q+(f, f)(x, v, t)−Q−(f, f)(x, v, t) ,

ãäå v′ = v+v∗
2

+ |v−v∗|
2

σ, v′∗ = v+v∗
2
− |v−v∗|

2
σ è K : R+ × [−1, 1]→ R+ � ÿäðî îïåðàòîðà

ñòîëêíîâåíèé.
ßäðî îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé K(|v − v∗|, ((v − v∗) · σ)/|v − v∗|) îïèñûâàåò êàê

ìíîãî ìàòåðèè (â åäèíèöó âðåìåíè) èìåþùåå ñêîðîñòü v′ ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå
âçàèìîäåéñòâèÿ (ñòîëêíîâåíèÿ) ÷àñòèö ñî ñêîðîñòÿìè v and v∗.

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé ìû ìîæåì çàïèñàòü êëàññè÷åñêîå
óðàâíåíèå Áîëüöìàíà è ïîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:

∂tf + v · ∇xf = Q(f, f) , f(x, v, 0) = f0(x, v) . (1)

Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà (1) îáëàäàåò ñåìåéñòâîì ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé (ïîñòîÿííûìè
ïî x è t), íàçûâàåìûõ Ìàêñâåëëèàíàìè:

M(v) = n
( m

2πkT

) 3
2
e
−m|v−c|

2

2kT =
a

√
2πb

3 e
−|v−c|2/2b.

Â ñèëó ïðèðîäû ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé ïîëíàÿ ìàññà, ïîëíûé èìïóëüñ
è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ∫ ∫

f(x, v, t)dvdx ,

∫ ∫
vf(x, v, t)dvdx è

∫ ∫
|v|2f(x, v, t)dvdx

ñîõðàíÿþòñÿ íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Êðîìå ýòîãî, ïîëíàÿ ýíòðîïèÿ

H(f) =

∫ ∫
f(x, v, t) log f(x, v, t)dvdx

íåâîçðàñòàåò íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà (H-òåîðåìà). Ïîëíàÿ ýíòðîïèÿ ìî-
æåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, ïî-ýòîìó ââîäÿò ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè (îòíîñè-
òåëüíî ïîñòîÿííîãî Ìàêñâåëëèàíà):

H(f |M) =

∫ ∫ (
f log(

f

M
)− f +M

)
dvdx .

Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. H(f |M) > 0;
2. H(f |M) íåâîçðàñòàåò:
3.
∫∫
|f −M |dvdx 6

√
4mH(f |M) +H(f |M), ãäå m =

∫
v∈R3 Mdv.
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Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêàì ïðåäïîëîæåíèé, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû.
Ìû èçó÷àåì çàäà÷ó, â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííà ïî ïåðåìåííûì x2 è x3

(ñëó÷àé òîíêîé òðóáêè), à ïî x1 íàêëàäûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

f(x1 + 1, x2, x3, v1, v2, v3, t) = f(x1, 0, 0, v1, v2, v3, t)

Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûõ îãðàíè÷åíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ ïî ïåðåìåííûì ñêîðîñòè.
Çàâèñèìîñòü ïî ïåðåìåííûì ñêîðîñòè v = (v1, v2, v3) ïîëíîñòüþ òðåõìåðíàÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÿäðî K îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
îãðàíè÷åíèÿì:

0 6
K(w, ξ)

w
6 K0 è

∫ ∞
0

sup
ξ

K(w, ξ)

w
<∞.

Îïðåäåëèì íîðìû (âïåðâûå ââåäåíû â [1]) äëÿ ôóíêöèé f(x, v):

[[f ]]q = sup
x

∫
v∈R3

|f(x− qv, v)|dv è |||f ||| = sup
q>0

[[f ]]q.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ íîðìà |||f ||| êîíå÷íà. Èìååòñÿ
âëîæåíèå X ⊂ L∞x (L∞v ). Ñâîáîäíûé ïîòîê Φt(f)(x, v) = f(x − tv, v) ðàçðûâåí íà
L∞x (L∞v ), îäíàêî íåïðåðûâåí íà X.

Òåîðåìà. Ïóñòü íà÷àëüíûå äàííûå f0 äëÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà (1) óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ

|||f ||| <∞ è H(f0|M0) 6
1

4πK0

äëÿ íåêîòîðîãî Ìàêñâåëëèàíà M0, Òîãäà ðåøåíèå f(·, t) ∈ X äëÿ âñåõ t ∈ R+ .
Êðîìå òîãî, åñëè 4πK0H(f0|M0) < 1, òî

∃β òàêîå, ÷òî ||ρ(x, t)||L∞x 6 |||f(x, v, t)||| 6 C0 exp(
√
t/β).

Çäåñü ρ(x, t) =
∫
f(x, v, t)dv � îáû÷íàÿ (ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ) ïëîòíîñòü ãàçà.
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Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ðåãóëÿðíîãî òèïà ñ äâóìÿ
âîñüìèêðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè

À.È. Âàãàáîâ
Äàãåñòàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàõà÷êàëà, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ñëó÷àå äâîéíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé
âîñüìûõ ïîðÿäêîâ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà øåñòíàäöà-
òîãî ïîðÿäêà, óñòàíàâëèâàåòñÿ ôîðìóëà øåñòíàäöàòèêðàòíîãî
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïî êîðíåâûì ýëåìåíòàì ñîîòâåòñòâóþùåé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.

Spectral problem of regular type with two eight characteristics

A. I. Vagabov
Dagestan State University, Makhachkala, Russia

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ïàðàìåòðîìλ:

l (y) ≡
(
d2

dx2
− λ2

)8

y (x) , 0 < x < 1 (1)

ïðè óñëîâèÿõ

ds−1y

dxs−1

∣∣∣∣
x=0

= 0, s = 1, 15, y (1 = 0) (2)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (ϕ2 − 1)
8

= 0 èìååò äâà âîñüìèêðàòíûõ êîðíÿ ϕ =
±1. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ys (x) = xse±λx, s = 0, 7, åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ l (y) = 0.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Êîøè âûðàæåíèÿ l (y) â âèäå:

g (x, ξ, λ) =

{
0 ïðè 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1

− (x−ξ)7

7!
eλ(x−ξ) ïðè 0 < x < ξ ≤ 1

Reλ ≥ 0 (3)

Â ñëó÷àå Reλ ≤ 0 ïîëàãàåì

g (x, ξ, λ) =

{
− (x−ξ)7

7!
eλ(x−ξ) ïðè 0 < ξ < x ≤ 1

0 ïðè 0 ≤ x ≤ ξ ≤ 1
(4)

Äàëåå, ñóæäåíèÿ îòíîñèì ê ïðàâîé λ-ïîëóïëîñêîñòè, îïóñêàÿ àíàëîãè÷íûå óòâåð-
æäåíèÿ ïðè Reλ ≤ 0.

Ïóñòü f (x) âîñüìèêðàòíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
f (k) (x)|0,1 = 0, k = 0, 8.

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ñåìü ðàç íàõîäèì, ñîãëàñíî (3):∫ 1

x

g (x, ξ, λ) dξ = −
∫ 1

x

(x− ξ)7

7!
eλ(x−ξ)f (7) (ξ) dξ =
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= f (x)−
∫ 1

x

(
d7

dξ7

(
eλ(x−ξ) (x− λ)7

7!

))
f (ξ) dξ = f (x) + δ (x, λ) . (5)

Âåëè÷èíà δ (x, λ) èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè 0 < ε ≤ x ≤ 1− ε, ãäå ε ëþáîå ìàëîå. Ýòî ñëåäóåò èç íàëè÷èÿ óáûâàþùåé
ïîλ ýêñïîíåíòû ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ñîåäèíÿÿ òàêîå æå ñóæäåíèå â ñëó÷àå Reλ < 0
è ôîðìóëó (4), ïðèõîäèì ê ëåììå.

Ëåììà 1. Ïðè óñëîâèÿõ íà f (x), óêàçàííûõ âûøå,∫ 1

0

g (x, ξ, λ) f (x) dξ = f (x) + δ (x, λ) (6)

ε < x < 1− ε, δ (x, λ) = O (ε) ïðè λ >> 1

Ëåììà 2.

lim
ν →∞
ε < x < 1− ε

1

2πi

∫
Cν

dλ

λ

∫ 1

0

g (x, ξ, λ)
∀ε>0

dξ
(5)
= f (x) , ãäå

Cν � çàìêíóòûé êîíòóð â λ-ïîëóïëîñêîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå.
Èñïîëüçóÿ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ l (y) = 0, ñîñòàâèì õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü çàäà÷è (1) � (2):

∆ (λ) = [A]λNeλ + . . .+ [A]λNe−λ = 0, (7)

èç êîòîðîãî óñìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk ≈ kπi ïðè áîëüøèõ
k, (k = 0, ±1, ±2, . . .).

Îáðàùàÿñü ê øèðîêî èçâåñòíîé êîíñòðóêöèè ôóíêöèè Ãðèíà [2], èìååì:

G (x, ξ, λ) = g (x, ξ, λ) +
E (x, ξ, λ)

∆ (λ)
, (8)

ãäå Å ïîëó÷åíî èç ÷èñëèòåëÿ ôóíêöèè Ãðèíà çàìåíîé g (x, ξ, λ) íóëåì.
Ëåììà 3. Ïóñòü f (x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà (0,1) 12 ðàç è

f (k) (x)|x=0,1 = 0, k = 0, 12, òîãäà íà îêðóæíîñòÿõ Cν : |λ| =
(
ν + 1

2

)
π, ν >> 1

èìååì ∣∣∣∣∫ 1

0

E (x, ξ, λ)

∆ (λ)
f (x) dξ

∣∣∣∣
Cν

=
ε (x, λ)

λ8
, ε (x, λ)→ 0

ïðè λ→∞.
Òåîðåìà. Ïóñòü fi (x) , ϕj (x) , i, j = 0, 7 � ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

ëåììû 3. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà 16-êðàòíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ýëåìåíòàì
çàäà÷è (1) � (2):

lim
ν→∞

−1

2πi

∫
Cν

λsdλ

∫ 1

0

G (x, ξ, λ)
0<x<1

F (ξ, f, λ) dξ = fs (x) , s = 0, 7

è àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ñ çàìåíîé f íà ϕ, à λ íà −λ.
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Binary di�erential equations, dynamic inequalities and PDE's of
mixed type

A.A. Davydov
National University of Science and Technology MISiS,
Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

Ju.A. Kasten
Vladimir State University

named after Alexander and Nikolay Stoletovs, Vladimir, Russia

Binary direction �elds naturally appear by the analysis of controllability of dynamic
systems and inequalities [2], [4], under the study of the asymptotic lines net on the surfaces
smoothly embedded in three dimensional euclidian space and by the of characteristic net
of linear second order mixed type partial equations on the plane [6], [10], and in many
other cases [1], [3].

Local typical singularities of such �elds were studied in many papers. Structural
stability of such �elds was analyzed in [5] for asymptotic lines net and in [6] for simplest
dynamic inequalities on the plane. The results obtained lead to the problem of smooth or
su�ciently smooth nonlocal normal forms for such �elds, at least for simple con�gurations
of its integral curves. First step in this direction was done in paper [7], in which it was also
illustrated that such forms are utile by the solution of some boundary value problems.
There is hope that the ones could also play important role in the analysis of some applied
problems [8], [9].

The talk is devoted to the mention results and the recent achievements in this area.
The work is done under partial �nancial support by the RFBR under project No. 19-51-

50005 JR_a and by Ministry of Education and Science of the Russian Federation under
the project 1.638.2016/FPM.
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Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè-Íèêîëåòòè äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ ñ íóëÿìè
â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ñèíãóëÿðíîñòåé

Ñ.Â. Èñðàèëîâ
×å÷åíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ãðîçíûé, Ðîññèÿ

È.À. Òàíêèåâ
Èíãóøñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàãàñ, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Âíèìàíèþ ñïåöèàëèñòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷è
Êîøè-Íèêîëåòòè äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ ñ ñèíãóëÿðíîñòÿìè íà êîí-
öàõ ñåãìåíòà [a,b], ñôîðìóëèðîâàííàÿ îòíîñèòåëüíî âíóòðåííèõ
òî÷åê xi ∈ (a, b) , i = 1, n . Ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå îãðàíè÷åíèÿ,
îáåñïå÷èâàþùèå îáðàùåíèå â 0 ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â îñîáûõ òî÷-
êàõ x = a, x = b íà ãðàíèöå îáëàñòè. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ
ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàâíîñèëüíîé ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷å, êîòîðàÿ èññëåäóåòñÿ ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà.

The solution to the Cauchy-Nicoletti for systems of ODE with
zero boundary points of singularities

S.V. Israilov
Chechen state University, Grozny, Russia

I. A. Tankiev
Ingush State University, Magas, Russia

Äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ

y
′

i = fi (x, y1, y2, . . . , yn) , i = 1, n (1)

èçó÷àåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèÿìè Êîøè-Íèêîëåòòè [1, 2]

yi (xi) = y0i , i = 1, n (2)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè fi, i = 1, n íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ
â îáëàñòè Di

{
x ∈ (a, b) , |yi| ≤ di, i = 1, n

}
äàííûå ÷èñëà, xi ∈ (a, b) , à ïðè x=a, x=b

ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1) èìåþò ñèíãóëÿðíîñòè â ñìûñëå ðàáîò [1, 2]. Âûäåëÿþòñÿ
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ yi (x) , i = 1, n, íà
ñåãìåíòå [a,b], óäîâëåòâîðÿþùåãî ñèñòåìå (1) ïðè x ∈ (a, b) è ðàâåíñòâàì

yi (a) = 0, yi (b) = 0, i = 1, n (3)

ò.å. ðåøåíèå ñ íóëÿìè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ (a, 0, 0, . . . , 0) , (b, 0, 0, . . . , 0) îáëàñòè Di.
Äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìó (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êâàçèëèíåéíîì âèäå [2]:

y
′

i = Φi (x, y1, y2, . . . , yn) yi + fi (x, y1, y2, yi−1, 0, yi+1, . . . , yn) (4)

ãäå

79



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ

Φi (x, y1, y2, . . . , yn) =

{
fi(x,y1,y2,...,yn)−fi(x,y1,y2,yi−1,0,yi+1,...,yn)

yi
, yi 6= 0

∂fi(x,y1,y2,...,yn)
∂yi

, yi = 0
(5)

è ôóíêöèè Φi (x, y1, y2, . . . , yn), fi (x, y1, y2, yi−1, 0, yi+1, . . . , yn) â îáëàñòè D óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì:

|fi (x, y1, y2, yi−1, 0, yi+1, . . . , yn)| ≤ ψi (x) , i = 1, n, (6)

Φi (x, y1, y2, . . . , yn) sing (x− xi) < −ψi (x) , i = 1, n (7)

ãäå ôóíêöèè ψi (x) , i = 1, n, íåïðåðûâíû èëè ñóììèðóåìû íà [a, b], äëÿ ëþáûõ
δi > 0 íà [a+ δi, b− δi] ôóíêöèè, ψi (x) > 0, i = 1, n, òàêèå æå, ïðè ýòîì xi∈ [a, a+ δi],
xi∈[b− δi, b], íî ∫ a+δi

a

ψi (x) dx =

∫ b

b−δi
ψi (x) dx = +∞, i = 1, n (8)

Ââîäÿòñÿ åù¼ ôóíêöèè

ϕi(x) =

{
|y0i|exp(−

∫ xi
x
ψi(s)ds) +

∫ xi
x
ψi (t) e

−
∫ t
x ψi(s)dsdt x ∈ (a, xi]

|y0i|exp(−
∫ x
xi
ψi (s) ds) +

∫ x
xi
ψi (t) e

−
∫ x
t ψi(s)dsdt x ∈ [xi, b)

(9)

|y0i| ≤
di
2
, max

(∫ xi

a

ψi (t) dt,

∫ b

xi

ψi (t) dt

)
≤ di

2
, i = 1, n (10)

Òîãäà
ϕi (x) ≤ di, i = 1, n (11)

è èç-çà (8)
ϕi (a) = 0, ϕi (b) = 0, i = 1, n (12)

Âìåñòî (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

yi (x) =y0ie
∫ t
xi

Φi(s)ds+

+

∫ x

xi

(
e
∫ x
t Φidsfi (t, y1(t), y2(t), yi−1(t), 0, yi+1(t), . . . , yn(t))

)
dt, i = 1, n

(13)

êàæäîå ðåøåíèå êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò è èñõîäíîé ñèñòåìå (1), à òàêæå è óñëîâèÿì
Íèêîëåòòè (2). Èìåÿ ââèäó îãðàíè÷åíèÿ (6) - (8) è ñîîòíîøåíèÿ (9) - (12) èç (13)
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

|yi(x)| ≤ ϕi (x) , i = 1, n (14)

ïîýòîìó â ñèëó ðàâåíñòâ (11), (12) ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (13) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (2), (3) è îñòàåòñÿ â îáëàñòè Di, ò.å. âñå óïèðàåòñÿ íà èññëåäîâàíèè ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (13). Ýòî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäàìè ðàáîò [1, 2], â êîòîðûõ íå
ðàç ðåøàëèñü ïîäîáíûå ïðîáëåìû.
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ÓÄÊ 517.927
ÁÁÊ 22.161.61
È 88

Cïåöèàëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ
ïîðÿäêîâ ñ ñèëüíûìè ñèíãóëÿðíîñòÿìè ïî íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé è îñîáåííîñòüþ ïî ôàçîâîé ïåðåìåííûì

Ñ.Â. Èñðàèëîâ
×å÷åíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ãðîçíûé, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ ñïåöèàëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå âûñøåãî ïîðÿäêà ñ ñèëüíûìè ñèíãóëÿðíîñòÿìè ïî íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé è îñîáåííîñòüþ ïî ôàçîâîé ïðîèçâîäíîé. Ïðèâîäÿòñÿ
äîñòàòî÷íûå îãðàíè÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ðåøå-
íèÿ íåêîòîðîé óêàçàííîé çàäà÷è Êîøè äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ íèçøåãî ïîðÿäêà ”k”, ðåøåíèÿ êîòîðîãî áóäóò
ðåøåíèÿìè è èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, íî ñ ðàç-
ðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè âûøå ”k” ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùèìè äî-
ïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì òèïà Êîøè â äðóãîé òî÷êå x0 ∈ [a, b].

Special higher orders di�erential equations with strong
singularities on the independent variable and the feature variable

phase

S.V. Israilov
Chechen State University, Grozny, Russia
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Ðå÷ü èä¼ò î äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè âèäà [1, 2]

y(n+m+1) =
Φ(x, y, y′, . . . , y(k))

∫ y(n+m)

0
B (t) dt+ f(x, y, y′, . . . , y(k))

B(y(k+m))
(1)

â êîòîðîì ôóíêöèè Φ, f ðàññìàòðèâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî òî÷åê îáëàñòè
D :

{
x ∈ [a, b] ,

∣∣y(i)
∣∣ ≤ di, i = 0, k

}
, di, i = 0, k äàííûå ÷èñëà. Ôóíêöèÿ B

(
y(k+m)

)
íåïðåðûâíàÿ è ïîëîæèòåëüíàÿ ïðè y(k+m) 6= 0 â îáëàñòè D∗ :

∣∣y(k+m)
∣∣ ≤ dk+m,

B (0) = 0. Äëÿ ôóíêöèé Φ, f êîíöû ñåãìåíòà [a, b] ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñèëüíûõ ñèíãó-
ëÿðíîñòåé , à â äðóãèõ òî÷êàõ îáëàñòè D îíè íåïðåðûâíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Φ
(
x, y, y′, . . . , y(k)

)
sign (c− x) ≥ ψ∗ (x) , c ∈ (a, b) (2)

ãäå ψ∗ (x) > 0 íåïðåðûâíà íà (a, b), îäíàêî∫ c

a

ψ∗ (t) dt =

∫ b

c

ψ∗ (t) dt = +∞ (3)∣∣f(x, y, y′, . . . , y(k)
∣∣ ≤ ψ (x) (4)

è çäåñü ψ (x) > 0 íåïðåðûâíà íà (a, b), è∫ c

a

ψ (t) dt =

∫ b

c

ψ (t) dt = +∞ (5)

Åñëè ôóíêöèÿ y (x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), òî îíî ïðåâðàùàåòñÿ â
òîæäåñòâî

B
(
y

(k+m)
(X)

)
y(k+m+1) (x) =

=Φ
(
x, y, y′, . . . , y(k)

) ∫ y(k+m)(x)

0

B (t) dt+ f
(
x, y, y′, . . . , y(k)

) (6)

êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d
(∫ y(k+m)(x)

0
B (t) dt

)
dx

=

=Φ
(
x, y, y′, . . . , y(k)

) ∫ y(k+m)(x)

0

B (t) dt+ f
(
x, y, y′, . . . , y(k)

) (7)

Èç âñåãî ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå (8), êàê êâàçèëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè

Z
(
y(k+m)

)
=

∫ y(k+m)(x)

0

B (t) dt (8)

Ïîýòîìó èç (7) ïîëó÷àåì

Z
(
y(k+m)

)
=

∫ y(k+m)(x)

0

B (t) dt = c∗e
∫ x
c Φ(s,y(s),y′(s),...,y(k)(s))ds+

+

∫ x

c

e
∫ x
t Φ(s,y(s),y′(s), ,y(k)(s))dsf

(
t, y(t), y′(t), . . . , y(k)(t)

)
dt, a < x < b

(9)
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Ôóíêöèÿ Z
(
y(k+m)

)
èç (8) íåïðåðûâíàÿ è âîçðàñòàþùàÿ, ò.ê.

Z ′
(
y(k+m)

)
= B

(
y(k+m)

)
> 0

ãäå y(k+m) 6= 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íà ïðîìåæóòêå [Z (−dk+m) , Z (dk+m)] îáðàòíàÿ
âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ

y(k+m) = D (Z) (10)

ïðè÷¼ì D (0) = 0. Åñëè çàäàòü êðàåâûå óñëîâèÿ

y(k+m) (c) = 0, y(k+m−1) (c) = 0, . . . , y(k) (c) = 0 (11)

èç (10) ïîëó÷àåì

y(k)(x) =

∫ x

c

(x− t)m−2

(m− 2)!
D (Z(t)) dt (12)

Íà îñíîâàíèè (8) è (11)

Z
(
y(k+m)(c)

)
= Z (0) =

∫ 0

0

B (t) dt = 0 (13)

ïîýòîìó â (9) c∗ = 0 è èìååì

Z (x) = Z
(
y(k+m)(c)

)
=

=

∫ x

c

e
∫ x
t Φ(s,y(s),y′(s),...,y(k)(s))dsf

(
t, y(t), y′(t), . . . , y(k)(t)

)
dt

(14)

Ñ ó÷¼òîì (2) è (4) èç (14) ïîëó÷àåì îöåíêó

|Z (x)| ≤ ϕ (x) =

{∫ c
x
e−

∫ t
x ϕ
∗(s)dsψ (t) dt, x ∈ (a, c]∫ x

c
e−

∫ x
t ϕ
∗(s)dsψ (t) dt, x ∈ [c, b)

(15)

ïðè÷¼ì ∫ c

a

ϕ (t) dt = +∞,
∫ b

c

ϕ (t) dt = +∞ (16)

Ôóíêöèÿ D (Z) âîçðàñòàþùàÿ, ïîýòîìó íà ïðîìåæóòêå
[Z (−dk+m) , Z (dk+m)] (ñì.(15))

D (Z) ≤ D (ϕ (x)) (17)

Ñ ó÷¼òîì óñëîâèé (11) èç (10) ïîëó÷èì (ñì. ((14)))

y(k)(x) =

∫ x

c

(x− t)m−2

(m− 2)!
D (Z(t)) dt =

=

∫ x

c

(x− t)m−2

(m− 2)!
D

(∫ t

c

e
∫ t
τ Φ(s,y(s),y′(s),...,y(k)(s))dsf

(
τ, y(τ), y′(τ), . . . , y(k)(τ)

)
dτ

)
dt

(18)
ò.å. èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà ”k”
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y(k) = F
(
x, y, y′, . . . , y(k)

)
(19)

ñ ïðàâîé ÷àñòüþ F , ðàâíîé ïðàâîé ÷àñòè (19), äëÿ êîòîðîé ñ ó÷¼òîì (15) â îáëàñòè
D ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà (ñì. (17))

∣∣F (x, y, y′, . . . , y(k)
)∣∣ ≤ λ (x) =

{ ∫ c
x

(t−x)m−2

(m−2)!
D(ϕ (t))dt, x ∈ (a, c]∫ x

c
(x−t)m−2

(m−2)!
D(ϕ (x))dt, x ∈ [c, b)

(20)

è ôóíêöèÿ λ (x) óæå ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà [a, b]. Óðàâíåíèå (19) â îáëàñòè D
áóäåì èçó÷àòü ñ ëþáûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (çàäà÷à Êîøè, çàäà÷à Âàëëå-Ïóññåíà
è äð.). Åñëè âûáðàòü îäíîðîäíûå óñëîâèÿ çàäà÷è Êîøè

y (x0) = 0, y′ (x0) = 0, . . . , y(k−1) (x0) = 0, x ∈ [a, b] (21)

òî çàäà÷à (11), (21) çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y(i) (x) =

∫ x

x0

(x− t)k−i−1

(k − i− 1)!
F
(
t, y(t), y′(t), . . . , y(k)(t)

)
dt, i = 0, . . . , k, (22)

ê êîòîðîé ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñ óñëîâèÿìè (21).

Âûâîäû: äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, îáåñ-
ïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñ íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè äî k− ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (21) çàäà÷è Êîøè è ñ ïðîèçâîäíûìè âûøå
k− ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (11), íî ðàçðûâíûìè â òî÷êàõ x = a, x = b
â ñèëó óñëîâèé (16) è (17) [2].

Ëèòåðàòóðà

[1] Èñðàèëîâ Ñ.Â. Îáîáù¼ííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Âàëëå-Ïóññåíà äëÿ ñèëüíî-
ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Âåñòíèê ×ÃÓ, ìà-
òåìàòèêà, ôèçèêà, Âûï.1.2012.ñ. 5-16, Ãðîçíûé

[2] Èñðàèëîâ Ñ.Â. Èññëåäîâàíèå íåñòàíäàðòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìàõà÷êàëà, Èçä-âî, ¾ÀËÅÔ¿, 2014, ñ. 440

Ñâåäåíèÿ îá àâòîðàõ

Èñðàèëîâ Ñ.Â. ,ïðîôåññîð, êàíäèäàò ô.-ì.í., ×å÷åíñêèé ãîóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò, ã. Ãðîçíûé; ×å÷åíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã.
Ãðîçíûé; ÊÍÈÈ ÐÀÍ, ã. Ãðîçíûé. tank551711@yandex.ru; êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ÎÄÓ(ñ
ðåãóëÿðíûìè è ñèíãóëÿðíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè); ñèñòåìû ñ áåñêîíå÷íûìè ïðîèçâîä-
íûìè è áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû ÎÄÓ.

84



III Îñåííèå ìàòåìàòè÷åñêèå ÷òåíèÿ â Àäûãåå

ÓÄÊ 517.968
ÁÁÊ 22.161.69
Ê 59

Ñèñòåìû äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ðîäà òèïà
Óðûñîíà

Ì.Ã. Êîçëîâà, Â.À. Áåëîçóá
Êðûìñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â. È. Âåðíàäñêîãî, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèñêðåòíî-
íåïðåðûâíûõ óðàâíåíèé òèïà Óðûñîíà. Äèñêðåòíîñòü ñîîòâåò-
ñòâóåò äèñêðåòíûì ìîìåíòàì âðåìåíè èçìåðåíèÿ è äèñêðåòíî-
ñòè òî÷åê íàáëþäåíèÿ. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñîäåðæèò ìíî-
æèòåëü, ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðó ìîäåëè îòðàæåíèÿ îò ïî-
âåðõíîñòè è äåëüòîîáðàçíîå ÿäðî, çàâèñÿùåå îò âðåìåíè îòðàæå-
íèÿ èìïóëüñà îò èññëåäóåìîé ïîâåðõíîñòè (äâîéíîå ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè íàáëþäåíèÿ äî ïîâåðõíîñòè, äåëåííîå íà ñêîðîñòü). Ðåøåíèå
òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷åé.

Systems of discrete-continuous equations of the 1st kind of
Uryson type

M.G. Kozlova, V.A. Belozub
V.I. Vernadsky Crimean Federal University, Simferopol, Russia

Ðàçðàáîòêà óñòîé÷èâûõ, ðåãóëÿðèçèðóþùèõ àëãîðèòìîâ ñâÿçàíà ñ àäåêâàòíûì
èñïîëüçîâàíèåì àïðèîðíîé è äðóãîé èíôîðìàöèè î ðåøåíèè, ìîäåëè, ñïîñîáàõ ïî-
ëó÷åíèÿ äàííûõ êîñâåííûõ èçìåðåíèé. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè â âèäå
äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ àíàëîãîâ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà ñâåðò-
êè ïåðâîãî ðîäà. Ðàçíîîáðàçèå ðåãóëÿðèçèðóþùèõ àëãîðèòìîâ îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷è-
åì äîñòóïíîé èíôîðìàöèè è âîçìîæíîñòüþ åå èñïîëüçîâàíèÿ. Òåì ñàìûì ôîðìèðó-
åòñÿ èíòåëëåêòóàëüíàÿ ñèñòåìà, áàçîâûìè ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óëüòðàñè-
ñòåìû (ïî òåðìèíîëîãèè À. Â. ×å÷êèíà [1]), ïðåîáðàçîâàòåëè ñåìàíòè÷åñêîé èíôîð-
ìàöèè è óëüòðàîïåðàòîðû.

Äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîäåëèðóþò ïðîöåññ ñêàíèðîâàíèÿ
ïîâåðõíîñòè àíòåííûìè óñòðîéñòâàìè, õàðàêòåð ñèãíàëà è åãî îòðàæåíèå îò ñêàíèðó-
åìîé ïîâåðõíîñòè. Òàêèå íåëèíåéíûå ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ
àíàëîãàìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà Óðûñîíà 1-ãî ðîäà [2, 4].

Ñèíòåç äèñêðåòíûõ è äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé � àíàëîãîâ íåïðåðûâíûõ
� âûÿâèë ðÿä ïðîáëåì. Ïðîöåññ äèñêðåòèçàöèè (è êâàíòîâàíèÿ) ñóùåñòâåííî çàâè-
ñèò îò çîíäèðóþùåãî ñèãíàëà, åãî äåëüòà-îáðàçíîñòè è èñêîìîãî ðåøåíèÿ (ïîâåðõ-
íîñòè è õàðàêòåðà îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè). Îñîáåííîñòü ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè
àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ èíòåãðàëà ñ áîëüøèìè ïàðàìåòðàìè è ó÷åòà èçâåñòíîé
èíôîðìàöèè î ðåøåíèè (àïðèîðíîé, ïðåöåäåíòíîé è äð.). Ïðè âûáîðå äèñêðåòíî-
íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà-
÷àì.

Ê äèñêðåòíûì, äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûì, èíòåãðàëüíûì íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì
òèïà Óðûñîíà ïðèâîäèò øèðîêèé êëàññ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ êîñâåííûõ èçìåðåíèé,
äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ, ñåéñìî- è ãåîëîãîðàçâåäêè è äð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ

85



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ

ðàññìàòðèâàþòñÿ: îäíîìåðíûé ñëó÷àé îïðåäåëåíèÿ ôîðìû ãåîëîãè÷åñêîé àíîìàëèè
è åå õàðàêòåðèñòèê (ïëîòíîñòü, ïðîâîäèìîñòü è äð.) ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé íà
ïîâåðõíîñòè Çåìëè è îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòè ïî ðåçóëüòàòàì äèñòàíöèîííîãî çîí-
äèðîâàíèÿ.

Òàêèå çàäà÷è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ìîäåëèðóþòñÿ óðàâíåíèåì

Af ≡
∫ b

a

k(x− ξ,H − h(ξ))ρ(ξ)dξ = u(x), a 6 x 6 b. (1)

Åñëè èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â äèñêðåòíûõ òî÷êàõ xi, i = 1,m, òî ïîëó÷àåì äèñ-
êðåòíî-íåïðåðûâíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé òèïà ñâåðòêè

(Af)i =

∫ b

a

k(xi − ξ,H − h(ξ))ρ(ξ)dξ = u(xi) ≡ ui, a 6 xi 6 b, i = 1,m. (2)

Äèñêðåòíûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíóþ àëãåáðàè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

n∑
j=1

Ajki−j(hj)ρj = ui, i = 1,m, (3)

ki−j(hj) = k(xi − ξj, H − h(ξj)), ρj = ρ(ξj), ui = ui(x).

Íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåâîçìîæíî âîññòàíîâèòü äâå
ôóíêöèè h(ξ), ρ(ξ) èç îäíîãî óðàâíåíèÿ òîëüêî ïî èíôîðìàöèè î ïðàâîé ÷àñòè u(x).
Ïîýòîìó íåîáõîäèìî èìåòü ñèñòåìó òàêèõ óðàâíåíèé èëè âîññòàíàâëèâàòü òîëüêî
íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè èñêîìûõ ôóíêöèé (òî÷êè ýêñòðåìóìà, ó÷àñòêè ìîíîòîí-
íîñòè è äð.), èñïîëüçóÿ àïðèîðíóþ, ïðåöåäåíòíóþ èëè èíîãî ðîäà èíôîðìàöèþ î
ðåøåíèè f = (h, ρ) è ñïåöèôèêå ìîäåëè. Ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îäíîé
èç ôóíêöèé h èëè ρ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äðóãàÿ çàäàíà.

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèÿ ñ ïîìîùüþ àíòåí-
íûõ óñòðîéñòâ âðåìåíè îòðàæåíèÿ ñèãíàëà (èìïóëüñà) îò ïîâåðõíîñòè h(ξ), íàïðàâ-
ëåííîãî âåðòèêàëüíî âíèç:

τ ≡ z(ξ) =
2

c

[
(x− ξ)2 + (H − h(ξ))2

] 1
2 ,

ãäå c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà, τ � óäâîåííîå âðåìÿ (äî ïîâåðõíîñòè è
îáðàòíî).

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî èíòåãðèðóåòñÿ îòðàæåííûé ñèãíàë ñ âåñîâîé ôóíêöèåé k(x, ξ)
(ÿäðî, äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè, àïïàðàòíàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà), à
èìïóëüñ èìååò îïðåäåëåííóþ ôîðìó n(t), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

Az ≡
∫ b

a

m(s)k(x− s)n(t− z(s))ds = u(x, t), a 6 x 6 b, c 6 t 6 d, (4)

ãäå m(s) õàðàêòåðèçóåò îòðàæåíèå îò ïîâåðõíîñòè, n(t) � äåëüòàîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ.
Ôóíêöèÿ m ìîæåò çàâèñåòü îò z è z′.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ìîäåëüíûõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèñêðåòíî-íåïðåðûâ-
íûå íåëèíåéíûå îïåðàòîðû ñëåäóþùåãî âèäà

(Az)i ≡
∫ b

a

m(s)n(ti − z(s))ds, c 6 ti 6 d, i ∈M ⊂ N
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(Az)i ≡
∫ b

a

k(x− s)n(ti − z(s))ds, c 6 ti 6 d, a 6 x 6 b

(Az)i ≡
∫ b

a

m(s)k(x− s)n(ti − z(s))ds, c 6 ti 6 d, a 6 x 6 b.

Â ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâîäíûå ïî z, êîòîðûå èìåþò
âèä

A′(z)ih ≡ −
∫ b

a

m(s)n′(ti − z(s))h(s)ds, c 6 ti 6 d,

A′(z)ih ≡ −
∫ b

a

k(x− s)n′(ti − z(s))h(s)ds, c 6 ti 6 d,

A′(z)ih ≡ −
∫ b

a

m(s)k(x− s)n′(ti − z(s))h(s)ds, c 6 ti 6 d.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìîäåëåé ìîæíî ïðåäúÿâèòü èåðàðõèþ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé è ìíîæåñòâî ñöåíàðèåâ èçìåðåíèÿ, ñáîðà è èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèè
äëÿ êîððåêòíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí.

Íàïðèìåð, â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðíûõ òî÷åê ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
ãëàäêèõ ôóíêöèé äëÿ ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà
ïî äâóì èçìåðåíèÿì∫ b

a

ϕk(x, h(x), h′(x))exp

(
−λ
(
t− 2

c
Rk(h)

)2
)
dx = gk(t), k = 1, 2, (5)

Rk(h) =

√
(H − h(x))2 + (x− ak)2, (6)

ãäå ϕk > 0 � äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ, λ >> 1 � ôèê-
ñèðîâàííûé ïàðàìåòð, c, H, a1, a2 � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì H >> 1,
Rk(h) 6= 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ h(x) ñèñòåìû (5) � (6) ïðè çà-
äàííûõ gk(t), k = 1, 2.

Â äàííûõ óñëîâèÿõ â àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðíûõ òî÷åê ðåøåíèå èñïîëü-
çóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà (5).

Èíôîðìàöèÿ î ìîíîòîííîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ z(s) ïîçâîëÿåò âñåñòè çàäà÷ó ðå-
øåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Óðûñîíà 1 ðîäà ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ òèïà ñâåðòêè.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [4, 5]. Ó÷åò ðàçíîîáðàçíîé èí-
ôîðìàöèè óæå òðåáóåò ðàçðàáîòêè èòíòåëëåêòóàëèçèðîâàííîé ñèñòåìû îáðàáîòêè
äàííûõ [3].

Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ïîäõîä ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì ñöåíàðèÿì íàõîæäåíèÿ èñ-
êîìûõ âåëè÷èí ïî ðåçóëüòàòàì êîñâåííûõ èçìåðåíèé ñ ó÷åòîì ðàçíîîáðàçíîé èí-
ôîðìàöèè. Çäåñü åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå
íåñêîëüêèõ ïðîãðàììíûõ àãåíòîâ, ïåðåäàþùèõ èíôîðìàöèþ äðóã äðóãó.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: ïðèâåäåí íàáîð ìî-
äåëüíûõ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé, ïðèìåíÿåìûõ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé. Ïîëó÷åíû ðåãóëÿðèçèðóþùèå àëãîðèòìû, ó÷èòûâàþùèå
ðàçëè÷íóþ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ìíîãîàãåíòíûõ ïîäõîäîâ.
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ÓÄÊ 517.983
ÁÁÊ 22.162
Ê 85

Ïñeâäîäèôôeðeíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðeìeííîãî ïîðÿäêà è
ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè

Â.Ä. Êðÿêâèí
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðà-
òîðû èç êëàññîâ Ë.Õåðìàíäåðà ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà. Îíè èçó÷àþò-
ñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà è Ãåëüäåðà-Çèãìóíäà ïåðåìåííîé ãëàä-
êîñòè.

Pseudodi�erential operators of variable order and spaces of
functions of variable smoothness

V.D. Kryakvin
Southern Federal University, Rostov-na-Donu, Russia

Äîêëàä ïîñâÿùåí îáçîðó ðåçóëüòàòîâ, íå òàê äàâíî îïóáëèêîâàííûõ â ðàáîòàõ
[1-3]. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå ïî ôîðìóëå

Au(x) = (2π)−n
∫
Rn

a(x, ξ)

∫
Rn

u(y)ei(x−y)ξ dydξ, u ∈ S(Rn),

ñ ñèìâîëàìè a(x, ξ) ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà m(·), óäîâëåòâîðÿþùèìè îöåíêå

sup
(x,ξ)∈R2n

|∂βx∂αξ a(x, ξ)|(1 + |ξ|)|α|−δ|β|−m(x) <∞

äëÿ ëþáûõ ìóëüòèèíäåêñîâ α, β. Çäåñüm(x) � ëþáàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ è 0 ≤ δ < 1.

Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äîêàçàíû òåîðåìû îá
îãðàíè÷åííîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà è Ãåëüäåðà-Çèãìóíäà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè,
óòî÷íÿþùèå ñâîéñòâî ïñåâäîëîêàëüíîñòè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïî-
ëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ. Óñòàíîâëåíà èíâàðèàíòíîñòü ñïåêòðà ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â
òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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Ãðàôîâûå ñòðóêòóðû â ïîñòðîåíèè ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Â. À. Ëóêüÿíåíêî, Ì. Ñ. Ãåðìàí÷óê
Êðûìñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â. È. Âåðíàäñêîãî, Ñèìôåðîïîëü, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ
öåïíî-ðåêóðåíòíûõ ñòðóêòóð íà ãðàôàõ, ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöèåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû � ñèìâîëè÷åñêèì
îáðàçîì. Àíàëèçèðóåòñÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ñèì-
âîëè÷åñêèõ îáðàçîâ.

Graph structures in the construction of symbolic images of
dynamical systems

V.A. Lukianenko, M. S. Germanchuk
V.I. Vernadsky Crimean Federal University, Simferopol, Russia

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ïî ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêå è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, ïðåä-
ñòàâëåíû â ðàáîòàõ Ã. Ñ. Îñèïåíêî è Í. Á. Àìïèëîâîé [1], Ð. Áîóýíà [2], Ä. Ëèíäà [3],
×. Øó [4], Ê. Ðîáèíñîíà [5], Å. Í. Ïåòðåíêî [6].

Ðàçâèòèå òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñòèìóëèðîâàëî àêòèâíóþ ðàçðàáîòêó àë-
ãîðèòìîâ èõ èññëåäîâàíèÿ, à ðîñò âîçìîæíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïîçâîëèë
øèðîêî ïðèìåíÿòü ìåòîäû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [6]. Äëÿ êîìïüþòåðíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñèìâî-
ëè÷åñêèé îáðàç [1], êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô è ÿâëÿåòñÿ
àïïðîêñèìàöèåé äèñêðåòíîé ñèñòåì. Îí ñòðîèòñÿ ïî çàäàííîìó ïîêðûòèþ ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ÿ÷åéêàìè Di. Âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ÿ÷åéêàì, äóãè � ñâÿçÿì
ìåæäó íèìè, à èìåííî: âåðøèíû i è j ñîåäèíÿþòñÿ äóãîé, åñëè îáðàç ÿ÷åéêè ïðè
äåéñòâèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïåðåñåêàåòñÿ ñ ÿ÷åéêîé. Ìíîãèå çàäà÷è èññëåäîâà-
íèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê çàäà÷àì èññëåäîâàíèÿ ïîñòðîåííîãî
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà � ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ
öåïíî-ðåêóððåíòíûõ ìíîæåñòâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ, ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà è åãî ïðîâåðêà íà
òåñòîâûõ ïðèìåðàõ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Îïðåäåëåíèå. Ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç H � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G, ïîñòðî-
åííûé ïî ïîêðûòèþ C ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èññëåäóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è
îòðàæàþùèé ïåðåõîäû èç îäíîãî ýëåìåíòà ðàçáèåíèÿ â äðóãîé.
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III Îñåííèå ìàòåìàòè÷åñêèå ÷òåíèÿ â Àäûãåå

Ïóñòü C = (Ci, . . . , Ck) � êîíå÷íîå ïîêðûòèå îáëàñòè M çàìêíóòûìè ìíîæåñòâà-
ìè, êîòîðûå íàçîâåì ÿ÷åéêàìè. Èìååòñÿ îáëàñòü M , äèíàìèêà F è ïîñòðîåííîå ïî-
êðûòèå C, òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîé ãðàô G, ÷òî êàæäàÿ åãî âåðøèíà i ñîîò-
âåòñòâóåò ÿ÷åéêå Ci, à ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò óçëàì ìåæäó ÿ÷åéêàìè, òî åñòü íàïðàâ-
ëåííîå ðåáðî i → j ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (Ci) ∩ Cj 6= ∅. Ýòîò
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô è áóäåò íàçûâàòüñÿ ñèìâîëè÷åñêèì îáðàçîì.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà

1. Äëÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà M0, â êîòîðîì ëåæàò çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû, ñòðîèì ÿ÷åå÷íîå ïîêðûòèå C. Â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå,
ÿ÷åéêè èìåþò ôîðìó êâàäðàòà ñ çàðàíåå çàäàííûì ðàçìåðîì ðåáðà d0. Îäíàêî,
â îáùåì ñëó÷àå, ÿ÷åéêè ìîãóò èìåòü, êàê ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó, òàê è ïðîèç-
âîëüíûé ðàçìåð.

2. Äëÿ ïîêðûòèÿ C ñòðîèì ãðàô G, òàêîé, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëè÷åñêèì îáðà-
çîì.

3. Èñïîëüçóÿ îäèí èç àëãîðèòìîâ ïîèñêà ñèëüíî ñâÿçíûõ âåðøèí (íàïðèìåð, àë-
ãîðèòìû Òàðüÿíà [7] èëè àëãîðèòì ïîèñêà ñèëüíî ñâÿçíûõ âåðøèí íà îñíîâå
ïîèñêà ïóòåé [8]), âûäåëÿåì ñèëüíî ñâÿçíûå âåðøèíû {ik}. Åñëè {ik} = ∅, òî
â îáëàñòè M0 íåò àòòðàêòîðà è ëîêàëèçóåìîå öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì è ïðîöåññ åãî ëîêàëèçàöèè ïðåêðàùàåòñÿ [6]. Èíà÷å, óäàëÿåì
èç ãðàôà íåâîçâðàòíûå âåðøèíû è îò îáëàñòè M0 ïåðåõîäèì ê íîâîé îáëàñòè
M1, òàêîé ÷òî M1 = {x ∈M ik

0 : ik ∈ G}.

4. Ñòðîèì äëÿ íîâîãî ìíîæåñòâà M1 ïîêðûòèå C1, òàê ÷òî ðàçìåð ðåáðà íîâîé
ÿ÷åéêè d1 = d0

2
. Ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2 â òîì ñëó÷àå, åñëè d1 > ε, ãäå ε � çàðàíåå

çàäàííûé ïðåäåëüíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè.

Çàäà÷à ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà
îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðèè ïðåäëîæåííîé Ã. Ñ. Îñèïåíêî. Äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîãî ïðî-
åêòà áûë âûáðàí ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python, ÷òî îáîñíîâàíî øèðîêèì âûáîðîì
áèáëèîòåê, óäîáíûõ äëÿ ðàáîòû ñ ãðàôàìè è äðóãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ñòðóêòóðà-
ìè, åãî ñòàáèëüíîñòè è ïåðåíîñèìîñòè. Äàííûé ÿçûê õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ðåàëè-
çàöèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ãðàôèêè è îòðèñîâêè èçîáðàæåíèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ âèçóàëèçàöèè ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà, âûáðàíà ãðàôè÷åñêàÿ ñðå-
äà OpenGL. OpenGL (Open Graphics Library) � ñïåöèôèêàöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïëàò-
ôîðìîíåçàâèñèìûé (íåçàâèñèìûé îò ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ) ïðîãðàììíûé èíòåð-
ôåéñ äëÿ íàïèñàíèÿ ïðèëîæåíèé, èñïîëüçóþùèõ äâóìåðíóþ è òð¼õìåðíóþ êîìïüþ-
òåðíóþ ãðàôèêó. Èñïîëüçóåòñÿ áèáëèîòåêà OpenGL GLUT. OpenGL Utility Toolkit
(GLUT) [9] � áèáëèîòåêà óòèëèò äëÿ ïðèëîæåíèé ïîä OpenGL, êîòîðàÿ â îñíîâíîì
îòâå÷àåò çà ñèñòåìíûé óðîâåíü îïåðàöèé ââîäà-âûâîäà ïðè ðàáîòå ñ îïåðàöèîííîé
ñèñòåìîé. Èç ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå: ñîçäàíèå îêíà, óïðàâëåíèå îêíîì,
ìîíèòîðèíã çà ââîäîì ñ êëàâèàòóðû è ñîáûòèé ìûøè. Îíà òàêæå âêëþ÷àåò ôóíêöèè
äëÿ ðèñîâàíèÿ ðÿäà ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ: êóá, ñôåðà, ÷àéíèê. GLUT äàæå
âêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ íåñëîæíûõ âñïëûâàþùèõ ìåíþ. GLUT áûë ñîçäàí
Ìàðêîì Êèëãàðäîì (Mark Kilgard), âî âðåìÿ åãî ðàáîòû â Silicon Graphics Inc. Èñ-
ïîëüçîâàíèå áèáëèîòåêè GLUT ïðåñëåäóåò äâå öåëè. Âî-ïåðâûõ, ýòî ñîçäàíèå êðîñ-
ñïëàòôîðìåííîãî êîäà. Âñå ôóíêöèè GLUT íà÷èíàþòñÿ ñ ïðåôèêñà glut (íàïðèìåð,
glutPostRedisplay îòìå÷àåò òåêóùåå îêíî êàê òðåáóþùåå ïåðåðèñîâêè).
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Êðîìå ýòîãî, áûëà ïîäêëþ÷åíà áèáëèîòåêà NetworkX [10], ñîçäàííàÿ ñïåöèàëüíî
äëÿ âûáðàííîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python. Ïàêåò NetworkX ïðåäíàçíà÷åí äëÿ
ðàçðàáîòêè è èçó÷åíèÿ ñòðóêòóð, äèíàìèêè è ôóíêöèé ñëîæíûõ ñåòåé, à ñëåäîâà-
òåëüíî íàïðàâëåííûõ ãðàôîâ. Áèáëèîòåêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñïåöèàëüíûå ñòðóêòóðû
äàííûõ äëÿ ãðàôîâ, êàê íàïðàâëåííûõ, òàê è íåíàïðàâëåííûõ, ìíîæåñòâî ñòàíäàðò-
íûõ àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ, ãåíåðàòîðû êëàññè÷åñêèõ è ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ, ãèáêóþ
ðàáîòó ñ âåðøèíàìè è ðåáðàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðàêòè÷åñêè ëþáûì îáúåêòîì è
èìåòü ëþáûå ïàðàìåòðû è, ÷òî íåìàëîâàæíî, îòêðûòûé êîä, ÷òî ïîçâîëÿåò ñâîáîäíî
ïîëüçîâàòüñÿ ëþáûìè àëãîðèòìàìè èç áèáëèîòåêè â äàííîé ðàáîòå.

Äëÿ ðàáîòû ñ ìàññèâàìè äàííûõ, áûëà ïîäêëþ÷åíà áèáëèîòåêà NumPy [11]. Äàí-
íàÿ áèáëèîòåêà ïðåäîñòàâëÿåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàáîòû ñ äâóìåðíûìè ìàñ-
ñèâàìè: ìíîæåñòâî óäîáíûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàáîòû ñ ìàññèâàìè, âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ
áîëüøèõ ìàññèâîâ çà îäíó ñòðîêó è ïðî÷åå.

Òàêæå áûëà ïîäêëþ÷åíà áèáëèîòåêà SciPy [12]. Èç íåå áûëà èìïîðòèðîâàíà ÷àñòü,
îòíîñÿùàÿñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ïàêåò SciPy ïîçâîëÿåò ðåøàòü, êàê
ïðîñòûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû, òàê è ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ïàðàìåòðàìè.

Ñðåäîé ðàçðàáîòêè áûëà âûáðàíà Anaconda. Äàííûé äèñòðèáóòèâ áûëà ðàçðà-
áîòàí ñïåöèàëüíî äëÿ ó÷åíûõ, ðàáîòàþùèõ ñ ðàçíîãî ðîäà äàííûìè íà ÿçûêàõ ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ Python è R. Óäîáñòâî ðàáîòû ñ Anaconda ñîñòîèò â òîì, ÷òî áîëü-
øèíñòâî øèðîêî èñïîëüçóåìûõ áèáëèîòåê, ðàáîòàþùèõ íà Python, óæå óñòàíîâëåíû
â äèñòðèáóòèâû, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò èõ ïîäêëþ÷åíèå.

Âñå òåñòû áûëè ïðîâåäåíû íà MacBook Pro 2015 ñ ïðîöåññîðîì Intel Core i5 2,7
GHz è ïàìÿòüþ 8 ÃÁ 1867 MHz DDR3, îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà macOs High Sierra.
Ñîãëàñíî àëãîðèòìó, ïðèâåäåííîìó â ðàçäåëå 2 áûë ñîçäàí êëàññ osipGraph è ïðè-
íàäëåæàùèå åìó ìåòîäû __ init__ , cellDiv, �llNodes, giveDir, giveDir_ linear,
deleteComponents, �ndPlace, �ndPlace_ linear.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òàêàÿ:
1. Èíèöèàëèçèðóåòñÿ ãðàô, çàäàþòñÿ ãðàíèöû, ðàçìåðû ÿ÷ååê ðàçáèåíèÿ.
2. Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä �llNodes, â êîòîðîì êàæäîé âåðøèíå ãðàôà ñîïîñòàâëÿþòñÿ

ÿ÷åéêè ïîêðûòèÿ.
3. Âûïîëíÿåòñÿ giveDir èëè giveDir_ linear, â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî ìåòî-

äà îòîáðàæåíèÿ. ß÷åéêè îòîáðàæàþòñÿ ïîòî÷å÷íî èëè ëèíåéíî, ê êàæäîé âåðøèíå
äîáàâëÿþòñÿ íàïðàâëåííûå ðåáðà.

4. Çàâåðøàåòñÿ ïåðâûé ýòàï àëãîðèòìà ìåòîäîì deleteComponents. Àëãîðèòì Òà-
ðüÿíà óäàëÿåò âñå íå ñèëüíî ñâÿçíûå âåðøèíû, îñòàâëÿÿ òîëüêî òå, ñîîòâåñòâóþùèå
ÿ÷åéêè êîòîðûõ áóäóò â ïîñëåäñòâèè äåëèòñÿ íà ÷åòûðå íîâûõ.

5. Ìåòîä cellDiv äëÿ îñòàâøèõñÿ âåðøèí äåëèò èì ñîîòâåñòâóþùèå ÿ÷åéêè íà íî-
âûå. Àëãîðèòì ïåðåõîäèò ê òðåòüåìó øàãó, åñëè ðàçìåð ÿ÷åéêè äîñòàòî÷íî áîëüøîé,
÷òîáû åå ìîæíî áûëî ðàçäåëèòü ñíîâà.

Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà àïðîáèðîâàíà íà òå-
ñòîâûõ ïðèìåðàõ: äëÿ îòîáðàæåíèé Õåíîíà [13], Çàñëàâñêîãî [14], àòòðàêòîðà Ïèòåðà
äå Éîíãà [15] è äð.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íîãî
ïðîåêòà � 18-31-00458.
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Îá îäíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ
ïàðàáîëî�ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà

Ð.Õ. Ìàêàîâà
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ, Íàëü÷èê, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëî�ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
òðåòüåãî ïîðÿäêà èññëåäóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Äîêàçàíà òåîðåìà
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ.

On one boundary value problem for third order equation of
parabolic�hyperbolic type

R.Kh. Makaova
Institute of Applied Mathematics and Automation of Kabardin � Balkar Scienti�c

Centre of RAS, Nalchik, Russia

Â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè òî÷åê (x, y) ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

0 =

{
uy − auxx − buxxy, y > 0

uy + cuxx, y < 0
(1)

ãäå a, b è c � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà; u (x, y) � èñêîìàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è y.

Óðàâíåíèå (1) ïðè y > 0 ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Àëëåðà [1]

∂u

∂y
=

∂

∂x

(
a
∂u

∂x
+ b

∂2u

∂x∂y

)
, (2)

à ïðè y < 0 � ñ îáðàòíûì óðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà [2]. Â ðàáîòàõ [3, 4] äëÿ
óðàâíåíèÿ (2) îáîáùåííîãî âèäà èññëåäîâàíû ïåðâàÿ è âòîðàÿ êðàåâûå çàäà÷è, äëÿ
êîòîðûõ äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè.

Ïóñòü
Ω = Ω+

⋃
Ω−
⋃

J
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ãäå
Ω+ = {(x, y) : 0 < x < r, 0 < y < T}

Ω− = {(x, y) : 0 < x < r, −T < y < 0}

J = {(x, 0) : 0 < x < r}

Ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè Ω ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçîâåì ôóíêöèþ u = u (x, y)
òàêóþ, ÷òî u ∈ C

(
Ω
)⋂

C1 (Ω), uxx∈ C (Ω+
⋃

Ω−), uxxy ∈ C (Ω+) è óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ óðàâíåíèþ (1).

Çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå u = u (x, y) óðàâíåíèÿ (1), óäî-
âëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì êðàåâûì óñëîâèÿì

u (0, y) = τ(y), u (r, y) = τr(y),−T ≤ y ≤ T, (3)

ãäå τ(y), τr(y) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè.
Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîãî ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (3) äëÿ óðàâíåíèÿ (1).
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Ñâîéñòâà ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé àâòîíîìíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

À.Õ. Ñòàø
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ïîëíîñòüþ èçó÷åíû ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ðå-
øåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñè-
ñòåì. Âûäåëåíû ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè, ñîâïàäàþùèå ìåæäó
ñîáîé íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Óñòàíîâëå-
íî, ÷òî ñïåêòðû âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íàïðÿìóþ çà-
âèñÿò îò êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà ñèñòåìû.

Properties of exponents of oscillations of solutions of autonomous
di�erential systems

A.Kh. Stash
Adyghe State University, Maikop, Russia

Äëÿ çàäàííîãî n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåçMn ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0;∞),

ñ îãðàíè÷åííûìè íåïðåðûâíûìè îïåðàòîð-ôóíêöèÿìè A : R+ → EndRn (êàæäóþ
èç êîòîðûõ áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìîé). Ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà Mn, ñîñòîÿùåå èç àâòîíîìíûõ ñèñòåì, îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn. Ïðîñòðàíñòâî
ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈ Mn îáîçíà÷èì ÷åðåç S(A), à ïîäìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ
ðåøåíèé � ÷åðåç S∗(A) è ïîëîæèì S∗ =

⋃
A∈Mn

S∗(A).

Îïðåäåëåíèå 1[1,2]. Ñêàæåì, ÷òî â òî÷êå t > 0 ïðîèñõîäèò ñòðîãàÿ (íåñòðîãàÿ)
ñìåíà çíàêà ôóíêöèè y : R+ → R, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ y
ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå (íåîòðèöàòåëüíûå), òàê è îòðèöàòåëüíûå (íåïîëîæè-
òåëüíûå) çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2[1�4]. Äëÿ ìîìåíòà t > 0 è ôóíêöèè y : R+ → R ââåäåì ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ν−(y, t) � ÷èñëî òî÷åê åå ñòðîãîé ñìåíû çíàêà íà ïðîìåæóòêå (0, t];
ν∼(y, t) � ÷èñëî òî÷åê åå íåñòðîãîé ñìåíû çíàêà íà ïðîìåæóòêå (0, t];
ν0(y, t) � ÷èñëî åå íóëåé íà ïðîìåæóòêå (0, t];
ν+(y, t) � ÷èñëî åå êîðíåé (ò.å. íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè) íà ïðîìåæóòêå (0, t];
ν∗(y, t) � ÷èñëî åå ãèïåðêðàòíûõ êîðíåé íà ïðîìåæóòêå (0, t]: ïðè åãî ïîäñ÷åòå

êàæäûé íåêðàòíûé êîðåíü áåðåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç, à êðàòíûé - áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðàç.

Äàëåå, äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà m ∈ Rn
∗ è âåêòîð-ôóíêöèè x ∈ S∗ ââåäåì îáîçíà-

÷åíèå να(x,m, t) ≡ να(〈x,m〉, t), ãäå α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, 〈x(·),m〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 3[4�6]. Âåðõíèå (íèæíèå) ñèëüíûé è ñëàáûé ïîêàçàòåëè êîëåáëå-
ìîñòè çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ôóíêöèè x ∈ S∗ ïðè α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}
ñîîòâåòñòâåííî çàäàäèì ôîðìóëàìè

ν̂α• (x) ≡ inf
m∈Rn∗

lim
t→∞

π

t
να(x,m, t)

(
ν̌α• (x) ≡ inf

m∈Rn∗
lim
t→∞

π

t
να(x,m, t)

)
,

ν̂α◦ (x) ≡ lim
t→∞

inf
m∈Rn∗

π

t
να(x,m, t)

(
ν̌α◦ (x) ≡ lim

t→∞
inf
m∈Rn∗

π

t
να(x,m, t)

)
.

Ñèëüíûå è ñëàáûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ðàíüøå íàçûâàëèñü ñîîòâåòñòâåííî
ïîëíûìè è âåêòîíûìè ÷àñòîòàìè.

Îïðåäåëåíèå 4[2,6]. Äëÿ êàæäîãî ωα = ν̂α• , ν̌
α
• , ν̂

α
◦ , ν̌

α
◦ íàçîâåì i -ûì âåðõíèì

ωα
i
(A) è íèæíèì ωαi (A) ðåãóëÿðèçîâàííûå ïî Ìèëëèîíùèêîâó çíà÷åíèÿìè ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ïîêàçàòåëÿ êîëåáëåìîñòè ñèñòåìû A ∈Mn âåëè÷èíû, çàäàâàåìûå ðàâåí-
ñòâàìè

ωα
i
(A) ≡ inf

L∈Gi∗(A)
sup
x∈L

ωα(x), ωαi (A) ≡ sup
L∈Gn−i+1

∗ (A)

inf
x∈L

ωα(x),

ãäå Gi
∗(A) � ìíîæåñòâî i - ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà S(A).

Âñå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé áûëè
ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíû â [7,8]. Â ðàáîòå [6] óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû A ∈ Cn ñèëüíûé ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè íóëåé ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, à ñïåêòð
ýòîãî ïîêàçàòåëÿ ñèñòåìû A ∈ Cn (ò.å. ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé íà âñåõ íåíóëåâûõ
ðåøåíèÿõ ýòîé ñèñòåìû) ñîâïàäàåò ñ ìîæåñòâîì ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé êîðíåé åãî
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ðåãóëÿðèçîâàííûå æå i - ûå âåðõíèé è íèæíèé ñèëü-
íûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé ñèñòåìû A ∈ Cn ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è ðàâíû
|Imλi(A)|, ãäå λi(A), i = 1, 2, . . . , n � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñèñòå-
ìû A, óïîðÿäî÷åííûå ïî íåóáûâàíèþ ìîäóëåé èõ ìíèìûõ ÷àñòåé. Â [9] óñòàíîâëåíî,
÷òî ñèëüíûå è ñëàáûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû A
ñîâïàäàþò, à çíà÷èò, âñå ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [6] ñïðàâåäëèâû è
äëÿ ñëàáîãî ïîêàçàòåëÿ êîëåáëåìîñòè íóëåé. Ïðî ñèëüíûå è ñëàáûå ïîêàçàòåëè êî-
ëåáëåìîñòè ñìåí çíàêîâ (êàê ñòðîãèõ, òàê è íåñòðîãèõ), êîðíåé è ãèïåðêîðíåé íå
áûëî íè÷åãî èçâåñòíî.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Cn ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

ν−• (x) = ν−◦ (x),

ν∼• (x) = ν∼◦ (x) = ν0
•(x) = ν0

◦(x) = ν+
• (x) = ν+

◦ (x) = ν∗•(x) = ν∗◦(x).

Èç âòîðîé öåïî÷êè ðàâåíñòâ ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [6, 9] âûòåêàþò ñëåäóþ-
ùèå äâà ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Cn ïðè ëþáîì ωα = ν̂α• , ν̌
α
• , ν̂

α
◦ , ν̌

α
◦ âûïîë-

íåíû ðàâåíñòâà

ωα
j
(A) = ωαj (A) = |Imλj(A)|, α ∈ {∼, 0,+, ∗}, j = 1, 2, . . . , n.

Ñëåäñòâèå 2. Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íåñòðîãèõ çíàêîâ, êîðíåé è

ãèïåðêîðíåé ñîñòîÿò èç íàáîðà ðåãóëÿðèçîâàííûõ ÷àñòîò.

Òåîðåìà 2. Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñòðîãèõ çíàêîâ ëþáîé ñèñòåìû

A ∈ Cn ñîäåðæàò íàèìåíüøèé èç ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùåãî
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õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, à åñëè n > 2, òî åùå è ÷èñëî 0, íî íå ñîäåðæàò

íèêàêèõ äðóãèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 3.Ïðè n > 1 äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Cn ïðè êàæäîì ω− = ν̂−• , ν̌
−
• , ν̂

−
◦ , ν̌

−
◦

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

ω−n (A) = ω−
n−1

(A) = ω−n−1(A) = |Imλ1(A)|, ω−
j

(A) = ω−j (A) = 0, j < n− 1.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó È.Í. Ñåðãååâó çà ïîñòàíîâ-
êó çàäà÷è è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.
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ÓÄÊ 517.926.4
ÁÁÊ 22.161.616
C 32

Ïåððîíîâñêèå è ëÿïóíîâñêèå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè è èõ
èññëåäîâàíèå ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ

È.Í. Ñåðãååâ
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû,
ñâÿçàííûå ñ óñòîé÷èâîñòüþ ïî Ïåððîíó èëè ïî Ëÿïóíîâó, èññëå-
äóþòñÿ ïî ïåð-âîìó ïðèáëèæåíèþ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ìíîæå-
ñòâà ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ êàêóþ-ëèáî óñòîé-
÷èâîñòü èëè àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü, ñîâïàäàþò äðóã ñ
äðóãîì. Ñîâ-ïàäàþò òàêæå è ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ ïðèáëèæå-
íèé, îáåñïå÷è-âàþùèõ îòñóòñòâèå ïîëíîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿ-
ïóíîâó èëè ïî Ïåððîíó. Èññëåäîâàíèå æå ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ
àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ íåóñòîé÷èâîñòè ïîäîáíûõ ñîâïàäåíèé íå ïî-
ðîæäàåò.

Perron and lyapunov stability properties and their study by the
�rst approximation

I. N. Sergeev
Moscow State University, Moscow, Russia

Äîêëàä ïîñâÿù¼í ðàçâèòèþ è èññëåäîâàíèþ êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè ïî Ëÿïóíîâó [1, �1], à òàêæå àíàëîãè÷íîãî, íî ñîâñåì íåäàâíî îòêðûòîãî ïîíÿòèÿ
óñòîé÷èâîñòè ïî Ïåððîíó [2], âîñõîäÿùåãî ê ïîêàçàòåëÿì Ïåððîíà [3].

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = f (t, x) , f (t, 0) = 0, t ∈ R+ ≡ [0,∞) , x ∈ G, (1)

ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ f, f
′
x ∈ C(R+×G), è ñ çàäàííîé îáëà-

ñòüþ G åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn, ñîäåðæàùåé òî÷êó íóëü è íàçûâàåìîé ôàçîâîé
îáëàñòüþ ñèñòåìû.

×åðåç Sδ(f) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íåïðîäîëæàåìûõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé x
ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ |x(0)| < δ.

Îïðåäåëåíèå 1 [3, 4, 5]. Ñêàæåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
ïåððîíîâñêîå ñâîéñòâî:
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1) óñòîé÷èâîñòü ïî Ïåððîíó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî
ëþáîå ðåøåíèå x ∈ Sδ (f) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ

lim
t→∞
|x(t)| < ε (2)

2) íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ïåððîíó, åñëè óñòîé÷èâîñòè íåò, à èìåííî, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íåêîòîðîå ðåøåíèå x ∈ Sδ(f) íå óäîâëåòâîðÿåò
òðåáîâàíèþ (2);

3) ïîëíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ïåððîíó, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ε, δ > 0 íè îäíî
ðåøåíèå x ∈ Sδ(f) íå óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ (2);

4) îòñóòñòâèå ïîëíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ïåððîíó, åñëè ïîëíîé íåóñòîé÷èâîñòè
íåò, à èìåííî, åñëè äëÿ ëþáûõ ε, δ > 0 íåêîòîðîå ðåøåíèå x ∈ Sδ(f) óäîâëåòâîðÿåò
òðåáîâàíèþ (2);

5) àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ïåððîíó, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 ëþáîå
ðåøåíèå x ∈ Sδ(f) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ

lim
t→∞
|x(t)| = 0 (3)

6) îòñóòñòâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïåððîíó, åñëè àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè íåò, à èìåííî, åñëè äëÿ ëþáîãî δ > 0 íåêîòîðîå ðåøåíèå x ∈ Sδ(f)
íå óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ (3).

Îïðåäåëåíèå 2 [1, �1]. Ñ êàæäûì èç øåñòè ââåä¼ííûõ âûøå ïåððîíîâñêèõ ñâîéñòâ
ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî ëÿïóíîâñêèé àíàëîã:

à) óñòîé÷èâîñòü, íåóñòîé÷èâîñòü, ïîëíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü è îòñóòñòâèå ïîë-
íîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïîëó÷àþòñÿ äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì îïèñàíèé èç
ïåðâûõ ÷åòûð¼õ ïóíêòîâ îïðåäåëåíèÿ 1 ñ ìåõàíè÷åñêîé çàìåíîé â íèõ òðåáîâàíèÿ
(2) òðåáîâàíèåì

sup
t∈R+

|x(t)| < ε; (4)

á) àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó îçíà÷àåò âûïîëíåíèå äâóõ óñëî-
âèé îäíîâðåìåííî: ïåðâîå ñîñòîèò â óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, à âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ
çàìåíîé â ïÿòîì ïóíêòå îïðåäåëåíèÿ 1 òðåáîâàíèÿ (3) òðåáîâàíèåì

lim
t→∞
|x (t)| = 0; (5)

â) îòñóòñòâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó îçíà÷àåò, ÷òî íåò
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, ò.å. ÷òî âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ
óñëîâèé: ïåðâîå ñîñòîèò â íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, à âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé
â øåñòîì ïóíêòå îïðåäåëåíèÿ 1 òðåáîâàíèÿ (3) òðåáîâàíèåì (5).

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûé è âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (1) � ýòî ëèíåé-
íàÿ ñèñòåìà âèäà

ẋ = A (t)x, (t, x) ∈ R+ × Rn, (6)

çàäàâàåìàÿ íåïðåðûâíîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé A : R+ → End Rn. Â ñëó÷àå îãðàíè÷åí-
íîñòè ôóíêöèè A ñàìó ëèíåéíóþ ñèñòåìó òàêæå íàçûâàþò îãðàíè÷åííîé. Ôàçîâàÿ
îáëàñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì Rn.

Ñïåöèôèêó ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ [�24][1], ñîñòàâëÿþùåãî
îñíîâó ïåðâîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà, îïèñûâàåò

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ẋ = A (t)x+ h (t, x) ≡ f (t, x) , A (t)x ≡ f
′

x (t, x) , (t, x) ∈ R+ ×G, (7)
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ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ðàâíîìåðíîé ìàëîñòè íåëèíåéíîé äîáàâêè

sup
t∈R+

|h(t, x)| = o (x) , x→ 0, (8)

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (6), íàçûâàåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (1) ñèñòåìîé
ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ, èëè ïðîñòî ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñêàæåì, ÷òî äàííûì ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì (6) íåêîòîðîå
ïåððîíîâñêîå èëè ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî:

1) îáåñïå÷èâàåòñÿ äëÿ ôàçîâîé îáëàñòè G, åñëè ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ëþáàÿ
ñèñòåìà (7) ñ äàííûì ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì è ñ ôàçîâîé îáëàñòüþ G;

2) îáåñïå÷èâàåòñÿ, åñëè äàííîå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå îáåñïå÷èâàåò ýòî ñâîéñòâî
äëÿ ëþáîé ôàçîâîé îáëàñòè.

Êàæäîå èç ïåððîíîâñêèõ è ëÿïóíîâñêèõ ñâîéñòâ äàííûì ëèíåéíûì ïðèáëèæåíè-
åì ëèáî îáåñïå÷èâàåòñÿ, ëèáî íå îáåñïå÷èâàåòñÿ, íî ñðàçó â îáîèõ ñìûñëàõ îïðåäå-
ëåíèÿ 4. Òàêèì îáðàçîì, îáåñïå÷èâàåìîñòü ëþáîãî èç ýòèõ ñâîéñòâ ëèíåéíûì ïðè-
áëèæåíèåì íå çàâèñèò íè îò âûáîðà ôàçîâîé îáëàñòè, íè äàæå îò ñàìîãî ôàêòà å¼
ôèêñàöèè, ÷òî è ïîäòâåðæäàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Äàííîå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå îáåñïå÷èâàåò êàêîå-ëèáî ïåððîíîâ-
ñêîå èëè ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îáåñïå÷èâàåò ýòî
ñâîéñòâî õîòÿ áû äëÿ îäíîé ôàçîâîé îáëàñòè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïåððîíîâñêèõ è ëÿïóíîâñêèõ ñâîéñòâ ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ óñëîâèå (8), îçíà÷àþùåå èìåííî ðàâíîìåðíóþ ïî t ∈ R+ (à íå ïî-
òî÷å÷íóþ) ìàëîñòü íåëèíåéíîé äîáàâêè, îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííûì, ÷òî è
ïîäòâåðæäàåò

Òåîðåìà 2. Åñëè â îïðåäåëåíèè 3 óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ìàëîñòè íåëèíåéíîé äî-
áàâêè îòáðîñèòü, òî íèêàêîå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå íè â êàêîì èç äâóõ ñìûñëîâ
îïðåäåëåíèÿ 4 íå ñìîæåò îáåñïå÷èòü íè îäíîãî èç ïåððîíîâñêèõ èëè ëÿïóíîâñêèõ
ñâîéñòâ.

Ëþáîé ïàðå âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ïåððîíîâñêèõ èëè ëÿïóíîâñêèõ ñâîéñòâ
ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïàðó ìíîæåñòâ ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé, îáåñïå÷èâà-
þùèõ ñîîòâåòñòâåííî ýòè äâà ñâîéñòâà. Ïåðåñå÷åíèå òàêîé ïàðû ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
ïóñòûì, à îáúåäèíåíèå íå ïîêðûâàåò ìíîæåñòâà âñåõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, äàæå õîòÿ
áû è îãðàíè÷åííûõ, ÷òî è ïîêàçûâàåò

Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîãî ïåððîíîâñêîãî è ëÿïóíîâñêîãî ñâîéñòâà ìíîæåñòâî
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ñèñòåì, íå îáåñïå÷èâàþùèõ ýòî ñâîéñòâî, âêëþ÷àåò â ñå-
áÿ ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ñèñòåì, îáåñïå÷èâàþùèõ ïðîòèâîïîëîæíîå
åìó ñâîéñòâî, íî íå ñîâïàäàåò ñ íèì, è äàæå áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñè-
ñòåìà, íå îáåñïå÷èâàþùàÿ íè îäíîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ.

Âñå ÷åòûðå ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ êàêèå-ëèáî èç
äâóõ ïåððîíîâñêèõ èëè äâóõ ëÿïóíîâñêèõ ëîãè÷åñêè íàèáîëåå ñèëüíûõ ñâîéñòâ óñòîé-
÷èâîñòè ñîîòâåòñòâåííî, à èìåííî, óñòîé÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü,
ïðîñòî ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì, êàê ïîêàçûâàåò

Òåîðåìà 4. Åñëè äàííàÿ ëèíåéíîå ñèñòåìà îáåñïå÷èâàåò õîòÿ áû îäíî èç ñëå-
äóþùèõ ÷åòûð¼õ ñâîéñòâ:

1) óñòîé÷èâîñòü ïî Ïåððîíó;
2) óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó;
3) àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî Ïåððîíó;
4) àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó,

òî îíà îáåñïå÷èâàåò è îñòàëüíûå òðè èç íèõ.
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Äâà ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ îñòàëüíûå, ëîãè÷åñêè
ñàìûå ñëàáûå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè, ñîñòîÿùèå â îòñóòñòâèè ïîëíîé íåóñòîé÷èâîñòè
ïî Ïåððîíó èëè ïî Ëÿïóíîâó ñîîòâåòñòâåííî, òàêæå ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì, î ÷¼ì
è ãîâîðèò

Òåîðåìà 5. Åñëè äàííîå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå îáåñïå÷èâàåò õîòÿ áû îäíî èç
ñëåäóþùèõ äâóõ ñâîéñòâ:

1) îòñóòñòâèå ïîëíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ïåððîíó;

2) îòñóòñòâèå ïîëíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó,

òî îáåñïå÷èâàåò è âòîðîå èç íèõ.

Äâà êëàññà ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé, îïèñàííûå â òåîðåìàõ 4 è 5, íåñìîòðÿ íà
äåéñòâóþùåå ìåæäó íèìè âêëþ÷åíèå, äðóã ñ äðóãîì óæå íå ñîâïàäàþò, â òîì ñìûñëå,
êîòîðûé ðàçúÿñíÿåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6. Ñóùåñòâóåò äâóìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíî-
âðåìåííî ñëåäóþùèì òð¼ì óñëîâèÿì:

1) îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå ïîëíîé íåóñòîé÷èâîñòè è ïî Ïåððîíó, è ïî Ëÿïó-
íîâó;

2) íå îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ïî Ïåððîíó;

3) îáåñïå÷èâàåò íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.

Äëÿ ëèíåéíûõ æå ïðèáëèæåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ êàêèå-ëèáî ñâîéñòâà íåóñòîé-
÷èâîñòè, èíîãäà îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ñóùåñòâåííûì óæå òî, ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñâîé-
ñòâà ïåððîíîâñêèìè èëè ëÿïóíîâñêèìè, ÷òî è ïîäòâåðæäàåò

Òåîðåìà 7. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîâðåìåííî
ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) îáåñïå÷èâàåò è íåóñòîé÷èâîñòü, è ïîëíóþ íåóñòîé÷èâîñòü, è îòñóòñòâèå
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó;

2) íå îáåñïå÷èâàåò íè íåóñòîé÷èâîñòü, íè ïîëíóþ íåóñòîé÷èâîñòü, íè îòñóò-
ñòâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ïåððîíó.

Ëèòåðàòóðà

[1] Ëÿïóíîâ À.Ì. Îáùàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. Ì. �Ë.: ÃÈÒÒË, 1950.

[2] Ñåðãååâ È.Í. Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ïåððîíó è å¼ ñâÿçü ñ óñòîé÷èâîñòüþ
ïî Ëÿïóíîâó // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2018. Ò. 54. �6. Ñ. 855-856.

[3] Perron O. Die Ordnungszahlen linearer Di�erentialgleichungssysteme // Math. Z.
1930. B. 31. P. 748-766.

[4] Ñåðãååâ È.Í. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ïåððîíó è å¼ èññëåäîâàíèå ïî ïåðâîìó ïðèáëèæå-
íèþ // Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê. 2019. Ò. 486. �1. Ñ. 20-23.

[5] Ñåðãååâ È.Í. Îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ïî Ïåððîíó //
Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2019. Ò. 55. �5. Ñ. 636-646.

102



III Îñåííèå ìàòåìàòè÷åñêèå ÷òåíèÿ â Àäûãåå

Ñâåäåíèÿ îá àâòîðàõ

Ñåðãååâ È.Í., äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð; ïðîôåññîð êà-
ôåäðû äèôôåðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ
èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, igniserg@gmail.com; êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, ëèíåéíûå ñèñòåìû, òåî-
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â
íåîãðàíè÷åííîé ïîëîñå â êëàññå ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûì

ðîñòîì

E.Á. Ñèëü÷åíêî
Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Êëàññè÷åñêèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé îáîáùàåòñÿ íà êëàññ íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé â
íåîãðàíè÷åííîé ïîëîñå.

Maximum principle for parabolic equations in an unbounded
strip in the class of functions with bounded growth

E.B. Silchenko
Kuban State University, Krasnodar, Russia

Êëàññè÷åñêèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà îáû÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ
(è ýëëèïòè÷åñêèõ) óðàâíåíèé â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Â [9] îí ðàñïðîñòðàí¼í íà
ñëó÷àé îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â íåîãðàíè÷åííîé ïîëîñå.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ñíèìàåì óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè è çàìåíÿåì åãî íà óñëî-
âèå îãðàíè÷åííîãî ðîñòà. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà îñòàåòñÿ âåðíûì
ïðè áîëåå ñëàáûõ òðåáîâàíèÿõ, äëÿ êëàññà íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå óäî-
âëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì (îãðàíè÷åíèÿì) íà ñêîðîñòü ðîñòà. Ïîäîáíûå
ðåçóëüòàòû âàæíû ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî òèïà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîñòðîåíèè àïðèîðíûõ îöåíîê íà ðàçëè÷íûå íîðìû
ðåøåíèé äëÿ ñåìåéñòâ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [6, 2]. Îñîáåííî àêòóàëüíûì ýòî
ñòàíîâèòñÿ òîãäà, êîãäà äðóãèå ÿâíûå ìåòîäû (íàïðèìåð, [5]) íå ìîãóò áûòü ïðèìå-
íåíû. Íàðÿäó ñ íèæíèìè îöåíêàìè [4] íîâûå àïðèîðíûå îöåíêè ìîãóò áûòü ïîëåçíû
ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ÿâëåíèé òóðáóëåíòíîñòè [8].

Ñôîðìóëèðóåì ïðåäëàãàåìûé ðåçóëüòàò â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü Q = (0, T ) × Rn è ôóíêöèÿ u(t, x) : Q → R â îáëàñòè Q

ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ut + (Ψ · ∇u)−Au = F, (1)
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ãäå Ψ(t, x) : Q→ Rn, Au =
∑n

i,j=1 aijuxixj , aij(t, x) : Q→ R, F (t, x) : Q→ R.
Ïóñòü ÷èñëî M òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ Rn è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {(tn, xn) ∈ Q}, ñõîäÿùåéñÿ ê (0, x0), ñîîòâåòñòâóþùèé âåðõíèé ïðåäåë
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó lim

n→+∞
u(tn, xn) ≤M .

Ïóñòü u(t, x) ≤ C0|x|α ôèíàëüíî ïðè x → ∞, ãäå C0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà è
0 ≤ α < 2.

Ïóñòü Ψ(t, x) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà è |Ψ(t, x)| ≤ C1|x|β ôèíàëüíî ïðè x→∞, ãäå
C1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà è β < 1− α.

Ïóñòü ìàòðèöà A(t, x) = (aij(t, x))i,j=1..n íåîòðèöàòåëüíî çíàêîîïðåäåëåíà, ôóíê-
öèÿ trA(t, x) =

∑n
i=1 aii(t, x) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà â îáëàñòè Q è trA(t, x) ≤ C2|x|γ

ôèíàëüíî ïðè x→∞, ãäå C2 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà è γ < 2− α.
Íàêîíåö, ïóñòü F (t, x) ≤ 0 â îáëàñòè Q.
Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî

sup
(x, t)∈Q

u(t, x) ≤M.

Íàïîìíèì, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî ôèíàëüíî ïðè x → ∞, åñëè ýòî
ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè [1, ãë. 3, � 2 ï. d,
ñòð. 135]. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà îãðàíè÷åííà íà êàæ-
äîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå òåîðåìû î ïîâåäåíèè ôóíêöèè u ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðà-
íèöå {0} × Rn âûïîëíÿåòñÿ, åñëè u íåïðåðûâíà â [0, T )× Rn è

sup
x∈Rn

u(0, x) = M < +∞.

Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèÿì òåîðåìû óäîâëåòâîðÿåò îïåðàòîð Au = ∆u ïðè ëþáûõ
0 ≤ α < 2 è β < 1− α, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå trA(t, x) = n è γ = 0 < 2− α.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîäõîäÿùèõ ïàðàìåòðîâ α è β, ïðè êîòîðûõ âû-
ïîëíÿåòñÿ òåîðåìà 1.
Åñëè α = 0, òî åñòü u îãðàíè÷åíà, òî ïîäõîäÿò ëþáûå β < 1 è γ < 2.
Åñëè β = 0, òî åñòü Ψ îãðàíè÷åíà, òî ïîäõîäÿò ëþáûå 0 ≤ α < 1 è γ < 2− α.
Åñëè β = 1/2, òî ïîäõîäÿò ëþáûå 0 ≤ α < 1/2 è γ < 2− α.
Åñëè β = −1/2, òî ïîäõîäÿò ëþáûå 0 ≤ α < 3/2 è γ < 2− α.
Åñëè β ≤ −1, òî ïîäõîäÿò ëþáûå 0 ≤ α < 2 è γ < 2− α.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äëÿ îáîáùåí-
íîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Q = (0, T ) × R è ôóíêöèÿ u(t, x) â îáëàñòè Q ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà

ut + f(u)ux − uxx = 0, (2)

ãäå f � ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.
Ïóñòü ÷èñëî M òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ R è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {(tn, xn) ∈ Q}, ñõîäÿùåéñÿ ê (0, x0), ñîîòâåòñòâóþùèé âåðõíèé ïðåäåë
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó lim

n→+∞
u(tn, xn) ≤M .

Ïóñòü u(t, x) ≤ C0|x|α ôèíàëüíî ïðè x → ∞, ãäå C0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà è
0 ≤ α < 2;

Ïóñòü |f(y)| ≤ C1|y|λ ôèíàëüíî ïðè y → ∞, ãäå C1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà è
(λ+ 1)α < 1.
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Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî
sup

(x, t)∈Q
u(t, x) ≤M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî Ψ(t, x) = f(u(t, x)) ëîêàëüíî îãðà-
íè÷åííàÿ è |Ψ(t, x)| ≤ C ′1|x|λα ôèíàëüíî ïðè x→∞, ãäå C ′1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Äàëåå ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. �

Â êà÷åñòâå âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîäõîäÿùèõ
ïàðàìåòðîâ α è λ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà 2.
Åñëè α = 0, òî åñòü u îãðàíè÷åíà, òî ïîäõîäèò ëþáîå λ.
Åñëè λ = 0, òî åñòü f îãðàíè÷åíà, òî ïîäõîäèò ëþáîå 0 ≤ α < 1.
Åñëè λ = 1, òî ïîäõîäèò ëþáîå 0 ≤ α < 1/2.
Åñëè λ ≤ −1/2, òî ïîäõîäèò ëþáîå 0 ≤ α < 2.

Àíàëèçèðóÿ ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ôóíêöèè f , â ÷àñòíîñòè ñëåäóþùèå ïðè-
ìåðû èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé

ut − uxx = 0 , ut ± uux − uxx = 0 ,

ìîæíî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óñëîâèå íà ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî ñóùå-
ñòâåííî îñëàáèòü. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ïîëíîñòüþ îòêàçàòüñÿ îò îãðàíè-
÷åíèé íà ðîñò â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ [3, 7].
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Îöåíêà ÷èñëà èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ïîëèíîìèàëüíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ n-îé ñòåïåíè ñïåöèàëüíîãî âèäà

Â.Á. Òëÿ÷åâ, Ä.Ñ. Óøõî
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Íà îñíîâå ïîíÿòèé èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, óçëî-
âûõ è âíåóçëîâûõ òî÷åê äàíà îöåíêà ÷èñëà m èíâàðèàíòíûõ ïðÿ-
ìûõ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû n-îé ñòåïåíè. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îöåíêà èìååò âèä m ≤ 2n+ 2.

The number estimation of invariant straight lines for polynomial
vector �eld of the n-degree in special case

V.B. Tlyachev
Adygeya State University, Maikop, Russia

A.D. Ushkho
Adygeya State University, Maikop, Russia

Îäíèì èç ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé â êà÷åñòâåííîé òåîðèè àâòî-
íîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì òèïà{ dx

dt
=
∑n

i+j=0 aijx
iyj ≡ P (x, y),

dy
dt

=
∑n

i+j=0 bijx
iyj ≡ Q(x, y),

(1)

ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè.
Â èçâåñòíîé ðàáîòå Äàðáó [1] äîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå ó ñèñòåìû (1) p = n(n+1)

2
+ 1

ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ íåïðèâîäèìûõ íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë àëãåá-
ðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ fi(x, y) = 0, i = 1, p ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü îáùèé
èíòåãðàë ýòîé ñèñòåìû â âèäå

fα1
1 · fα2

2 · ... · fαpp = const, ãäå αi ∈ <

Íèæåãîðîäñêèé ìàòåìàòèê Ì.Â. Äîëîâ â ñòàòüå [2] äîêàçàë òåîðåìó: åñëè ñðåäè
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ dy

dt
= Q(x,y)

P (x,y)
òðàåêòîðèé ñèñòå-

ìû (1), ãäå (P,Q) = 1, ñîäåðæèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî S ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ, íåïðèâîäè-
ìûõ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, òî S ≤ n2+n+2

2
, ïðè÷åì
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äëÿ n = 2 îöåíêà òî÷íàÿ. Êàê îòìå÷åíî â ðàáîòå [3], îöåíêà, äàííàÿ Äîëîâûì â ðàáî-
òå [2] ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé è ïðè n = 3. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n = 3 ñóùåñòâóþò êóáè÷åñêèå
ñèñòåìû, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî ñåìü àëãåáðàè÷åñêèõ
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, à âñå îñòàëüíûå èíòåãðàëüíûå êðèâûå òðàíñöåíäåíòíûå.

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è îá îöåíêå ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ
êðèâûõ ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá îöåíêå ÷èñëà èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ.

Èçó÷åíèåì ñèñòåìû (1), èìåþùåé èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå, â ðàçíûå ãîäû çàíè-
ìàëèñü êèòàéñêèå ìàòåìàòèêè, à òàêæå ìàòåìàòèêè â Ðîññèè è ñòðàíàõ Çàïàäíîé
Åâðîïû. Òàê â ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî N èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ñèñòåìû (1)
îãðàíè÷åíî ÷èñëîì 3n− 1.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá îöåíêå ÷èñëà èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ñèñòå-
ìû (1) ïðè íàëè÷èè ó íåå ìíîæåñòâ Mk1

n−2 è M
k2
n−2 ãäå k1, k2 ∈ <, k1 6= k2. Íàïîìíèì,

÷òî ïîä ñèìâîëîì Mk
S ñëåäóåò ïîíèìàòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç S è òîëüêî S ïà-

ðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì k. Ïðè
ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ, ââåäåííûå â ðàáîòå [5], ïîíÿòèÿ óçëîâîé è âíåóçëî-
âîé òî÷êè ñèñòåìû (1). Îöåíêå ÷èñëà èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ñèñòåìû (1) ïîñâÿùåíû
òàêæå ñòàòüè [6,7].

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìó (1), èìåþùóþ äâà ìíîæåñòâà Mk1
n−2 è M

k2
n−2

ãäå k1, k2 ∈ <, k1 6= k2.ìîæíî ïðèâåñòè ïîñðåäñòâîì àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê
ñèñòåìå{

dx
dt

= (x− α1) · . . . · (x− αn−2) · (a20x
2 + a11xy + a02y

2 + a10x+ a01y + a00) ≡ Pn(x, y),
dy
dt

= (y − β1) · . . . · (y − βn−2) · (b20x
2 + b11xy + b02y

2 + b10x+ b01y + b00) ≡ Qn(x, y),
(2)

ãäå α1 < α2 < . . . < αn−2, β1 < β2 < . . . < βn−2, (Pn, Qn) = 1.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (2) èìååò äâà ìíîæåñòâà

M0
n−2 = {y − β1 = 0, y − β2 = 0, . . . , y − βn−2 = 0},

M∞
n−2 = {x− α1 = 0, x− α2 = 0, . . . , x− αn−2 = 0}

Îïðåäåëåíèå 1. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2), ÷åðåç êîòîðîå ïðîõîäÿò äâå
èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå èç ìíîæåñòâàM = M0

n−2

⋃
M∞

n−2, íàçîâåì óçëîâîé òî÷êîé èëè
ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ U -òèïà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2), íå ÿâëÿþùååñÿ óçëîâîé òî÷-
êîé, áóäåì íàçûâàòü âíåóçëîâîé òî÷êîé.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ãëàâíûõ èçîêëèí è âíåóçëîâûõ òî÷åê ñèñòå-
ìû (2).

L0 :
∑2

i+j=0 bijx
iyj = 0, L∞ :

∑2
i+j=0 aijx

iyj = 0, V = L0
⋂
L∞ � âíåóçëîâàÿ òî÷-

êà V -òèïà, òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ íå ïðîõîäèò èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ, ïðèíàäëåæà-
ùàÿ ìíîæåñòâó M , V 0 � âíåóçëîâàÿ òî÷êà, ðàñïîëîæåííàÿ íà èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé
l0 ∈M0

n−2, èëè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ V
0- òèïà, V ∞ � âíåóçëîâàÿ òî÷êà, ðàñïîëîæåí-

íàÿ íà èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé l∞ ∈M∞
n−2, èëè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ V

∞- òèïà.
Î÷åâèäíî, ÷åðåç âíåóçëîâóþ òî÷êó V 0-òèïà (V ∞-òèïà) ïðîõîäèò ãëàâíàÿ èçîêëè-

íà L∞(L0) ñèñòåìû (2).
Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. Ïóñòü L1(L2) � èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ ñèñòåìû (2), ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç âíåóçëîâûå òî÷êè V �òèïà A è B (Ñ è D), ïðè÷åì ñðåäè òî÷åê A, B, C, D íåò
ñîâïàâøèõ. Òîãäà n � íå÷¼òíî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü L1(L2) � èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ ñèñòåìû (2), ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç âíåóçëîâûå òî÷êè A è B (Ñ è D) V �òèïà, ïðè÷åì ñðåäè òî÷åê A, B, C, D íåò
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ñîâïàâøèõ è, êðîìå òîãî, ýòà ñèñòåìà èìååò èíâàðèàíòíóþ ïðÿìóþ L, ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç âíåóçëîâóþ òî÷êó, ðàñïîëîæåííóþ íà L1 èëè L2. Òîãäà L ïðîõîäèò ÷åðåç
âåðøèíó ïðÿìîóãîëüíèêà

∏
1, îáðàçîâàííîãî èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè x − α1 = 0,

x − αn−2 = 0, y − β1 = 0, y − βn−2 = 0, ëèáî ïàðàëëåëüíà îäíîé èç ïðÿìûõ L1 è L2.
Åñëè L ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó ïðÿìîóãîëüíèêà

∏
1, òî n=5.

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò
Òåîðåìà 3. Åñëè ñèñòåìà (2) èìååò èíâàðèàíòíóþ ïðÿìóþ L1(L2), ïðîõîäÿ-

ùóþ ÷åðåç âíåóçëîâûå òî÷êè A è B (Ñ è D) V �òèïà, ïðè÷¼ì ñðåäè òî÷åê À, B, C,
D íåò ñîâïàâøèõ. Òîãäà ÷èñëî m èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ýòîé ñèñòåìû óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâó m ≤ 2n+ 2.

Ïðèìåð 1. Êðîìå î÷åâèäíûõ øåñòè èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ñèñòåìà{
dx
dt

= x
(
x− 1

2

)
(x− 1)(−x2 + 10y2 + x− 10y + 2),

dy
dt

= y
(
y − 1

2

)
(y − 1)(5x2 + 4y2 − 5x− 4y + 2)

èìååò èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå L1 : y − x = 0, L2 : y + x − 1 = 0, L3 : y − 1/2x = 0,
L4 : y − 1/2x− 1/2 = 0, L5 : y + 1/2x− 1/2 = 0, L6 : y + 1/2x− 1 = 0.

Ïðèìåð 2. Ñèñòåìà{
dx
dt

= x
(
x− 1

2

) (
x− 1

4

) (
x− 3

4

)
(x− 1)

(
−16

5
x2 + 112

15
y2 + 16

5
x− 112

15
y + 1

)
,

dy
dt

= y
(
y − 1

2

) (
y − 1

4

) (
y − 3

4

)
(y − 1)

(
112
15
x2 − 16

5
y2 − 112

15
x+ 16

5
y + 1

)
èìååò ìíîæåñòâà

M0
5 =

{
y = 0, y − 1

4
= 0, y − 1

2
= 0, y − 3

4
= 0, y − 1 = 0

}
,

M∞
5 =

{
x = 0, x− 1

4
= 0, x− 1

2
= 0, x− 3

4
= 0, x− 1 = 0

}
.

Êðîìå ýòîãî, ñèñòåìà èìååò øåñòü èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ: y−x = 0, y−x+ 1
4

= 0,
y − x− 1

4
= 0, y + x− 1 = 0, y + x− 3

4
= 0, y + x− 5

4
= 0.

Çàìå÷àíèå. Êîýôôèöèåíòû ñèñòåì, ïðèâåäåííûõ â ïðèìåðàõ 1 è 2, âû÷èñëåíû â
ñðåäå MAPLE.
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Ê âîïðîñó î ïðåäåëüíûõ öèêëàõ êóáè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, èìåþùèõ îñîáóþ òî÷êó òèïà

¾öåíòð¿

À.Ä. Óøõî
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

On limit cycles of cybic di�erential systems having an
equilibrium point of the type ¾center¿

A.D. Ushkho
Adyghe State University, Maikop, Russia

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà {
dx
dt

= Pn (x, y)
dy
dt

= Qn (x, y)
(1)

ãäå Pn(x, y) è Qn(x, y) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

Îñîáóþ òî÷êóM (x0, y0) ñèñòåìû (1) íàçûâàþò îñîáîé òî÷êîé âòîðîé ãðóïïû, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

P
′

nx (x0, y0) +Q
′

ny (x0, y0) = 0

P
′

nx (x0, y0)Q
′

ny (x0, y0)− P ′ny (x0, y0)Q
′

nx (x0, y0) > 0
(2)

Èçâåñòíî, ÷òî îñîáàÿ òîêà âòîðîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ëèáî öåíòðîì, ëèáî ôîêóñîì,
èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî îñîáàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé âîçíèêàåò ïðîáëåìà ¾öåíòðà-ôîêóñà¿.
Îáøèðíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî ýòîé ïðîáëåìå ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [1] áåëî-
ðóññêèõ ìàòåìàòèêîâ Í.À. Ëóêàøåâè÷à, Â.Â. Àìåëüêèíà, À.Ï. Ñàäîâñêîãî. Îäíîé
èç ïðîáëåì â êà÷åñòâåííîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ñîñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ è öåíòðîâ ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì. Â ðàáîòå Í.À. Ëó-
êàøåâè÷à [2] äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà (1) ïðè n = 2 íå èìååò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, åñëè
ñðåäè åå îñîáûõ òî÷åê åñòü õîòÿ áû îäèí öåíòð. Ýòèì æå àâòîðîì â ñòàòüå [3] äîêà-
çàíî, ÷òî ó ñèñòåìû {

dx
dt

= y + P3 (x, y)
dy
dt

= −x+Q3 (x, y)
(3)

îòñóòñòâóþò ïðåäåëüíûå öèêëû, åñëè O(0; 0) � öåíòð, P3 (x, y), Q3 (x, y) � îäíîðîäíûå
ìíîãî÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè. Ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ðàáîò [2,3] Í.Ï. Åðóãèí ïîñòàâèë
çàäà÷ó îáíàðóæåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà,
èìåþùèõ îñîáóþ òî÷êó òèïà ¾öåíòð¿ è õîòÿ áû îäèí ïðåäåëüíûé öèêë [4]. Íèæåãî-
ðîäñêèé ìàòåìàòèê Ì.Â. Äîëîâ óñòàíîâèë, ÷òî íàèìåíüøàÿ ñòåïåíü n ìíîãî÷ëåíîâ
Pn è Qn, ïðè êîòîðîé ñèñòåìà (1) ìîæåò èìåòü ïðåäåëüíûå öèêëû â ñëó÷àå öåíòðà,
ðàâíà òðåì [5]. Â çàìåòêå [6] ïîñòðîåíà êóáè÷åñêàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ äâà öåíòðà è
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ïðåäåëüíûé öèêë. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì â ðàáîòå [7] áûëà ïîñòàâëåíà çàäà-
÷à: åñëè Em � êëàññ êóáè÷åñêèõ ñèñòåì, èìåþùèõ m öåíòðîâ, òî ïðè êàêîì íàèáîëü-
øåì çíà÷åíèè m ñèñòåìà (1) ïðè n = 3 èìååò ïðåäåëüíûå öèêëû. Ïîïóòíî îòìåòèì,
÷òî â ðàáîòå [8] äîêàçàíî, ÷òî m ≤ 5. Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå [7] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå:
â êëàññå Em (m ≥ 3) ñóùåñòâóþò ñèñòåìû ñ ïðåäåëüíûìè öèêëàìè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá îòñóòñòâèè èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé êóáè÷åñêîé ñèñòåìû, èìåþùåé îñîáûå òî÷êè òèïà ¾öåíòð¿.

Òî÷êó M (x0, y0), ïðèíàäëåæàùóþ ãëàäêîé êðèâîé L, íàçîâåì êîíòàêòîì íà L,

åñëè âåêòîð
−→
V = (Pn(x0, y0), Qn(x0, y0)) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì êàñà-

òåëüíîé ê êðèâîé L â òî÷êå M.
Ïóñòü F (x, y) = 0 � óðàâíåíèå ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ïîðÿäêà m, m ≥ 1.
Òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé{

F (x, y) = 0
F
′
x (x, y)Pn (x, y) + F

′
y(x, y)Qn(x, y) = 0

èìååò íå áîëåå m(m+ n− 1), òî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. Ñóììà ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1) è ÷èñëà êîíòàêòîâ, ðàñïîëî-

æåííûõ íà ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ïîðÿäêà m, m ≥ 1, íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
N = m(m+ n− 1), åñëè êðèâàÿ L íå ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1).

Ñëåäóÿ ñòàòüå [9], ââåäåì
Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ y = kx íàçûâàåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè N -òèïà ñèñòåìû (1),

åñëè ïðåîáðàçîâàíèå {
x = x+ ky,
y = −kx+ y

ïåðåâîäèò ñèñòåìó (1) â ñèñòåìó {
dx
dt

= Pn(x, y)
dy
dt

= Qn(x, y)
(4)

ãäå Pn(x1 − y) = −Pn(x, y), Qn(x1 − y) = Qn(x, y).
Â ñòàòüå [9] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îñü ñèììåòðèè N -òèïà ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé, êîòî-

ðóþ ïåðåñåêàþò òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1) ïîä ïðÿìûì óãëîì.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñèñòåìà (1) ïðè n = 3 èìååò õîòÿ áû îäíó îñü ñèììåòðèè

N -òèïà è íå ìåíåå òðåõ öåíòðîâ, äâà èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îñè ñèììåòðèè N -òèïà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íå ñóæàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìàÿ y = 0 � îñü

ñèììåòðèè N-òèïà ñèñòåìû (1) ïðè n = 3. Ïîýòîìó ñèñòåìó (1) ïðè n = 3 ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå: {

dx
dt

= y(a01 + a11x+ a21x
2 + a03y

2)
dy
dt

= b00 + b10x+ b20x
2 + b02y

2 + b30x
3 + b12xy

2
(5)

Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (5) èìååò âèä:

σ(x, y) = y[a11 + 2b02 + 2(a21 + b12)x] (6)

Åñëè σ(x, y) ≡ 0, òî ñèñòåìà (5) êîíñåðâàòèâíà è íå èìååò èçîëèðîâàííûõ ïåðè-
îäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Åñëè σ(x, y) 6≡ 0, òî öåíòðû ñèñòåìû (5) ïðèíàäëåæàò êðèâîé
σ(x, y) = 0. Ïðÿìîé y = 0 ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäèí öåíòð. Â ñàìîì äåëå, åñëè
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ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñèñòåìà (5) íå èìååò íè îäíîãî öåíòðà íà ïðÿìîé y = 0, òî âñå
öåíòðû ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé

l : a11 + 2b02 + 2(a21 + b12)x = 0

Â ñèëó ñèììåòðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (5) îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ, à òàêæå
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå òðåõ îñîáûõ òî÷åê òèïà ¾öåíòð¿, ïðèõî-
äèì ê âûâîäó, ÷òî íà l ðàñïîëîæåíû íå ìåíåå ÷åòûðåõ öåíòðîâ, ÷åãî áûòü íå ìîæåò
(ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà íå áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ. Òàêèì
îáðàçîì, ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, ñèñòåìà (5) èìååò õîòÿ áû îäèí öåíòð, ðàñïîëî-
æåííûé íà ïðÿìîé y = 0 è äâà öåíòðà, ðàñïîëîæåííûå íà ïðÿìîé l. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñèñòåìà (5) èìååò ïðåäåëüíûé öèêë l0. Êàê ñëåäóåò èç ïðèçíàêà Áåíäèêñîíà [10],
l0 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l. Ñëåäîâàòåëüíî, êðîìå äâóõ îñîáûõ òî÷åê òèïà ¾öåíòð¿ íà
ïðÿìîé l åñòü õîòÿ áû îäèí êîíòàêò èëè îäíà îñîáàÿ òî÷êà, îêðóæåííàÿ ïðåäåëüíûì
öèêëîì. Òàê êàê ïðÿìàÿ y = 0 � îñü ñèììåòðèè N òèïà, à òàêæå ïðÿìàÿ l ïåðå-
ñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé y = 0 â òî÷êå M , òî M � êîíòàêò íà ïðÿìîé l. Òàêèì îáðàçîì,
ñóììà ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê è ÷èñëà êîíòàêòîâ íà ïðÿìîé l íå ìåíåå ÷åòûðåõ. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò Òåîðåìå 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Stability of the second order systems of stochastic di�erential
equations

M.M. Shumafov
Adyghe State University, Maikop, Russia

Abstract. The paper is concerned with the problem of stability of
the second order systems of stochastic di�erential equations. For such
systems su�cient conditions of stability on probability and exponential
stability in mean square are given. Necessary and su�cient conditions of
exponential stability in mean square are rendered for linear second order
systems of stochastic stationary di�erential equations. The investigation
is based on the construction of special Lyapunov functions for systems
considered. As an example it is considered a harmonic oscillator
parameters of which are perturbed by white noise.

1. Introduction. In 1892 A.M. Lyapunov published his famous doctoral dissertation
[1] where he introduced amethod, which later became known as direct or second method
of Lyapunov, as a method of investigation of stability of solutions of ordinary di�erential
equations (ODE). This method is of great generality and a powerful tool for qualitative
analysis deterministic systems, described by ODE, since it does not require the knowledge
of solutions themselves. Lyapunov's direct method reduces the problem of stability to the
problem of the existence of Lyapunov's function s which have along the solutions ofthe
given equation an appropriate monotonic behavior.

In the last 60 years,since K.Ito constructed his stochastic calculus, the theory of
stochastic di�erential equations (SDE) had a very quick development. Furthermore it
was recognized that Lyapunov'smethod could have been extended to investigate various
stability properties of solutions of SDE. The �rst suggestion of Lyapunov-like theory for
SDE appeared in the papers ofBertram and Carachik [2], and Kats and Krasovskii [3].
Afterwards this theory was developed by Kushner [4], Khasminskii [5], L. Arnold [6],
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Fiedman [7], Mao [8] and other authors. For some classes of linear and nonlinear SDE
stability conditions by Lyapunov's direct method are derived in the papers [4, 5, 8, 9�14].

In the present article we give su�cient conditions for stability on probability and
exponential stability in mean square of solutions of second order nonlinear SDE and
systems of SDE are given. For linear second order stationary stochastic systems necessary
and su�cient conditions of exponential stability in mean square are derived.

2. Main results. First consider a second order linear stochastic system{
dx(t) = (ax(t) + by(t))dt+ (px(t) + qy(t))dw(t)

dy(t) = (cx(t) +my(t))dt+ (rx(t) + sy(t))dw(t)
(1)

where x(t) = x(t, ω) and y(t) = y(t, ω) are scalar stochastic processes on t ≥ 0,
w(t) = w(t, ω) is a Wiener process, dx(t), dy(t) and dw(t) are stochastic di�erentials of
x(t), y(t) and w(t) in the sense of Ito, respectively; a, b, c,m, p, q, r and sare real constants.
(It is assumed that a probability space (Ω, U, P ) is de�ned, where Ω = {ω} is a space
with a family of subsets U(σ − a lg ebra), P is a probability measure.)

The system (1) can be interpreted as a linear deterministic system the coe�cients of
which are perturbed by white noise ẇ(t) with intensity p2, q2, r2 and s2, respectively.

For simplicity we now formulate a theorem of stability of trivial solution
(x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0) of the system (1) in the case when only one of the coe�cients p, q, r, s,
for instance, q is not equal to zero.

Theorem 1.Suppose that q 6= 0, p = r = s = 0. Then for mean square exponential
stability of the trivial solution (x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0) of the system (1) it is necessary and
su�cient that the following conditions be satis�ed

1. a+m < 0, am− bc > 0,

2. q2 < min
{

(a+m)(bc−am)
c2

, −u+
√
u2+νc2

c2

}
,c 6= 0,

where u = (a+m)(c2 +m2 + am− bc)− 2c(ac+ bm),

ν = 4(am− bc) + [(a+m)2 + (b− c)2].

In addition, every solution (x(t), y(t)) of system (1) satis�es the relation x(t) →
0, y(t)→ 0 as t→ +∞ with probability 1.

It should be pointed that in dealing with physical problems in which white noise is
an idealization of a real process with small time correlation, it is often natural to regard
a stochastic system, in particular (1), as a stochastic one in the Stratonovich's form [5,
p.220]. In this case the Ito's stochastic di�erentials dw(t) are replaced by corresponding
stochastic di�erentials d ∗ w(t) which is to be understood in the sense of Stratonovich.
In this connection we now formulate stability theorems on stability in probability and
exponential stability in mean square for a second order nonlinear SDE the coe�cients of
which are perturbed by white noise random process. Such an equation is to be interpreted
as a second order stochastic system in the Stratonovich's form.

Consider an equation

ẍ+ [f(x) + σ1ẇ1(t)]ẋ+ g(x) + σ2xẇ2(t) = 0, (2)

where ẇ1(t) and ẇ2(t) are white noises with intensity σ2
1 and σ

2
2, respectively.
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We note that in deterministic case σ1 = 0, σ2 = 0 the equation (2) is the classical
Lienard's one (1928). In the case f(x) = γ, σ1 6= 0, σ2 = 0 or σ1 = 0, σ2 6= 0 the equation
(2) is Langevin's one (1908).

Rewritten (2) regarded as a stochastic system in the sense of Stratonovich{
dx(t) = ydt
dy(t) = [−f(x)y − g(x)]dt− σ1yd ∗ w1(t)− σ2xd ∗ w2(t)

(3)

where f(x) is a continuous and bounded function for all x and g(x) satis�es global
Lipschitz condition in R, w1(t) and w2(t) are independent Wiener processes, d ∗ w1(t)
and d ∗ w2(t) are Stratonovich's stochastic di�erentials.

Theorem 2. Assume that there exist constants b > 0, ε > 0 such that

1. f(x) > b+ σ2
1/2 for |x| < ε,

2. (2b− σ2
1)g(x)/x ≥ σ2

2 for |x| < ε, x 6= 0, g(0) = 0,

3. 2b− σ2
1 > 0.

Then the trivial solution (x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0) of the system (2) is stable in probability.
Remark 1. The case f(x) = b, g(x) = 2cx+3x2, σ2 = 0 and when d∗w1(t) is replaced

by Ito's di�erential dw(t) was considered in [14].
Theorem 3. Suppose that there exist positive constants b1, b2, b̄1, b̄2 such that
1) b1 < f(x)− σ2

1/2 < b̄1 for all x,
2) b2 < g(x)/x < b̄2 for all x 6= 0, g(0) = 0,
3) 2b1b2 − σ2

2 > 0.
Then the trivial solution (x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0) of the system (3) is exponentialstable in

mean square.
Remark 2. The case f(x), g(x) = 2cx + 3x2, σ1 = 0 and when d ∗ w1(t) is replaced

by Ito's di�erential dw(t) was considered in [14].
Now we consider perturbations from another class of random processes di�erent from

white noises. We formulate corresponding theorem of stability in probability for an equation

ẍ+ f(x)ẋ+ g(x) = σ(x, ẋ)ξ(t, ω)

or for an equivalent system

ẋ = y, ẏ = −f(x)y − g(x) + σ(x, y)ξ(t, ω), (4)

where f (x), g (x) and σ (x, y) satisfy a local Lipschitz condition and linear growth condition,
ξ (t, ω) is a measurable random process with values in R and almost surely (i.e. with
probability one) integrable over every �nite interval. Furthermore, we assume that f(0) =
g(0) = σ(0, 0) = 0.

Introduce a Lyapunov type function

V (x, y) = (y2 + γxy +

∫ x

0

g(s)ds)1/2,

where γ is some number.
We set

B = sup
(xi,yi)∈R2

|V (x2, y2)− V (x1, y1)|
|x2 − x1|+ |y2 − y1|

.

Suppose that stochastic process ξ (t, ω) satis�es the law of large numbers.
The following theorem holds.
Theorem 4. Assume that the functions f(x), g(x) and σ(x, y) satisfy the conditions
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1. c1 < f(x) < c2 for all x,

2. c3 < g(x)/x < c4 for all x 6= 0,

3. |σ(x, y)| ≤ c5(x2 + y2)1/2 for al (x, y) ∈ R2

4. supt>0M |ξ(t, ω)| < c6/c5B,

where ci(i = 1, ..., 6) are some positive constants. Let

5. 0 < γ < min{c1,
√
c3, 4c1c3/(c

2
2 + 4c3)}

Then the trivial solution x(t, ω) ≡ 0, y(t, ω) ≡ 0) of the system (4) is asymptotically
stable in the large.

The theorems 1�4 are proved by construction special Lyapunov type functions and
studying their properties along solutions of systems considered.

Example. Consider a harmonic oscillator perturbed by white noise

ẍ+ (k + σ1ẇ(t))ẋ+ (ν2 + σ2ẇ(t)) = 0, (5)

where ẇ(t) is a white noise, k is coe�cient of friction, ν is a fundamental frequency, σ2
1and

σ2
2 are intensities of white noise.
Rewrite (5) in equivalent Stratonovich' stochastic system

dx(t) = ydt, dy(t) = −(ν2x+ ky)− (σ1y + σ2x)d ∗ w(t). (6)

Proposition 1. The trivial solution (x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0)of the system (6) is exponential
stable in mean square if and only if

1. σ2
1 < k in the case σ1 6= 0, σ2 = 0

2. σ2
2 < 2kν2 in the case σ1 = 0, σ2 6= 0,

3. σ2 < ν2 + (k + 1)/2− [ν4 + (1− k)ν2 + (k + 1)2/4]
1/2

in the case σ1 = σ2 = σ.

Remark 3. One can be proved that if (5) is understood as Ito's system (6), where
d∗w (t) is replaced by Ito's stochastic di�erential dw (t), then instead of the conditions
1)�3) we have σ2

1 < 2k, σ2
2 < 2kν2,σ2 < 2kν2/(ν2 + 1), respectively.
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Ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáîáùåííîãî
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé

ôóíêöèåé ïàìÿòè

À.À. Àëèõàíîâ
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ, Íàëü÷èê, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé êëàññ îïå-
ðàòîðîâ òèïà äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ãäå âìåñòî ñòåïåííîé
ôóíêöèè áåð¼òñÿ íåâîçðàñòàþùàÿ è íåîòðèöàòåëüíàÿ êóñî÷íî -
ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ ïàìÿòè. Íà áàçå òàêèõ îïåðàòîðîâ ñòðîèòñÿ
îáîáùåííîå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè è ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèå
êðàåâûå çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ïîëó÷åíû àïðèîðíûå
îöåíêè, èç êîòîðûõ ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâíàÿ çàâè-
ñèìîñòü ðåøåíèÿ îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Êðîìå òîãî ïîñòðî-
åíû ðàçíîñòíûå ñõåìû àïïðîêñèìèðóþùèå èñõîäíûå äèôôåðåíöè-
àëüíûå çàäà÷è è äîêàçàíà èõ óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü. Ïðîâå-
äåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû òåñòîâûõ çàäà÷, êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ ñ
ïîëó÷åííûìè òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.

Di�erence methods for solving boundary value problems for the
generalized di�usion equation of fractional order with a piecewise

constant memory function
A.A. Alikhanov

Institute of applied mathematics and automation KBSC RAS, Nalchik, Russia

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õîðîøèé
ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ïðîöåññîâ, îáëàäàþùèõ
ýôôåêòàìè ïàìÿòè [1, 2, 3, 4]. Íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê äðîáíûõ ïðîèçâîä-
íûõ íåçàìåíèì äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà ñòàòèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà è, êàê
èçâåñòíî, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äèôôóçèè äðîáíûõ ïîðÿäêîâ [5, 6].

Â ðàáîòàõ [7, 8, 9] ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåí-
êè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî, ïåðåìåííîãî è ðàñ-
ïðåäåëåííîãî ïîðÿäêîâ.

Ðàçíîñòíûå ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôó-
çèè äðîáíîãî è ðàñïðåäåë¼ííîãî ïîðÿäêîâ, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâà èõ óñòîé÷èâîñòè
è ñõîäèìîñòè áûëè ïîëó÷åííû â ðàáîòàõ [10, 11].

Â ðàáîòàõ [12, 13] áûëè ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ äèô-
ôóçèè ñ îáîáù¼ííûìè ôóíêöèÿìè ïàìÿòè êàê äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ òàê è äëÿ
ðàçíîñòíûõ çàäà÷.
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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí íîâûé îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ
êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé ïàìÿòè. Èçó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî îïåðàòî-
ðà è ðàññìîòðåíû êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé ïàìÿòè. Ïîñòðîåí ðàçíîñòíûé àíàëîã äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà è
ðàññìîòðåíû ðàçíîñòíûå ñõåìû, àïïðîêñèìèðóþùèå èñõîäíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ
çàäà÷ó. Äîêàçàíû óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ïðî-
âåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû òåñòîâûõ çàäà÷.
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ÓÄÊ 512.643
ÁÁÊ 22.143
À 86

Òåîðåìû î ìàòðèöàõ Âàíäåðìîíäà

À.Å. Àðòèñåâè÷
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òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è ìàòåì. ôèçèêè, Ìîñêâà, Ðîññèÿ
À.Á. Øàáàò

Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóþòñÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîùåíèÿ ìàò-
ðèö Âàíäåðìîíäà Λ ñ òðåõ-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé T , êîòîðàÿ äëÿ
ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé.

Vandermonde matrix theorems
A.E. Artisevich

Adyghe State University, Maikop, Russia
B. S. Bychkov

National. researched University. "Higher School of Economics,"International Laboratory
of Representation Theory and Mat. physicists, Moscow, Russia

A.B. Shabat
Adyghe State University, Maikop, Russia

Â ðàáîòå Alberto Grumbaum ([2]) ðàññìàòðèâàåòñÿ êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå
ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà

A =


1 x1 x2

1 . . . xN−1
1

1 x2 x2
2 . . . xN−1

2
...

...
...

. . .
...

1 xN x2
N . . . xN−1

N

 , xj ∈ C. (1)
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ñ òðåõ-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé

T =


a1 b1 0 . . . 0 0
b1 a2 b2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . bN−1 aN

 (2)

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî a1 = 1, a2 = 0, b1 = 0, b2 = 1 áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ
íàõîæäåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T .
Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ [TA] = [AT ] = 0 ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëÿåò ìàòðèöó A, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà ãäå x1 = 1,
âñå îñòàëüíûå xj ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè îäíîãî è òîãî-æå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ

Λ =


1 1 1 . . . 1
1 λ λ2 . . . λN−1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 λN−1 λ2(N−1) . . . λ(N−1)(N−1)

 , λ ∈ C. (3)

Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå b1 = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êîììóòèðî-
âàíèÿ. Áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàéòè âèä ýëåìåíòîâ òðåõ-
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû â ôîðìå ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ðàç-
ìåðà ìàòðèöû A. Äîïîëíèòåëüíûé èíòåðåñ â ýòîé çàäà÷å ñâÿçàí ñ àëãåáðàè÷åñêèìè
îáîáùåíèÿìè óðàâíåíèÿ λN = 1, ðàññìîòðåííûìè â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå äàííîé
ðàáîòû, è ñâÿçàííîìó ñ ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà.
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ÁÁÊ 31.15â631
Ñ 37

Êîìïëåêñ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âîçîáíîâëÿåìîé ýíåðãèè
äëÿ ïåðñïåêòèâíîé îöåíêè åå ïîòåíöèàëà

Â.Ñ. Ñèìàíêîâ
Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð, Ðîññèÿ

Ï.Þ. Áó÷àöêèé
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí êîìïëåêñ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îñ-
íîâíûõ âèäîâ âîçîáíîâëÿåìûõ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè è êîìïîíåíòîâ
ýíåðãîñèñòåì. Âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé íà ðåãèîíàëüíûõ äàííûõ ìíî-
ãîëåòíèõ íàáëþäåíèé ïîêàçàëà èõ äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü è àäåê-
âàòíîñòü.

Complex of mathematical models of the renewable energy for a
forward-looking assesment of its potential

V. S. Simankov
Kuban State Technological University, Krasnodar, Russian Federation

P.Yu. Buchatskiy
Adyghe State University, Maikop, Russian Federation

Íà÷èíàÿ ñ 2015 ãîäà îáúåìû ââîäà âîçîáíîâëÿåìûõ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè (ÂÈÝ)
ïðåâûñèëè îáúåìû ââîäà òðàäèöèîííîé ýíåðãåòèêè, ÷òî äåëàåò àêòóàëüíûì ðàçðà-
áîòêó êîìïëåêñà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÂÈÝ äëÿ ïåðñïåêòèâíîé îöåíêè åå ïîòåí-
öèàëà è ðåàëèçàöèè ñðåäñòâàìè ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé.

Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû ïîñòóïëåíèÿ âîçîáíîâëÿåìîé ýíåðãèè äëÿ îöåíêè åå ïî-
òåíöèàëà â çàäàííîì ðàéîíå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíòåç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,
îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû ïîñòóïëåíèÿ ýíåðãèè îò ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ, è ïàðàìåò-
ðîâ òåõíîëîãèè åå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åñòåñòâåííûå ïîòîêè âîçîáíîâëÿåìîé ýíåðãèè,
êàê íåïðåðûâíûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå óíèâåðñàëü-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè, çàâèñÿùèìè îò ñïåöèôèêè
ïðèðîäíûõ è òåõíîãåííûõ óñëîâèé èññëåäóåìîé ìåñòíîñòè [1].

Íà îñíîâå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïîñòðîåíû ìàòåìà-
òè÷åñêèå ìîäåëè âîçîáíîâëÿåìûõ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè (ïîñòóïëåíèå ýíåðãèè ñîëíå÷-
íîé ðàäèàöèè ñ ó÷åòîì îáëà÷íîñòè, ïîñòóïëåíèå ýíåðãèè âåòðîâîãî ïîòîêà), à òàêæå
ìîäåëè êîìïîíåíòîâ ýíåðãîñèñòåìû (ôîòîýíåðãåòè÷åñêîé óñòàíîâêè, âåòðîýíåðãåòè-
÷åñêîé óñòàíîâêè, àêêóìóëÿòîðíîé áàòàðåè, ôîòîýëåêòðè÷åñêèõ ãåíåðàòîðîâ, íàãðóç-
êè), êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1 [2, 3].

Òàáëèöà 1

Êîìïëåêñ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÂÈÝ è êîìïîíåíòîâ ýíåðãîñèñòåì
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Íàçâàíèå ìîäåëè Âèä ìîäåëè

Ìîäåëü
ïîñòóï-
ëåíèÿ
ñîëíå÷-
íîé
ðàäèàöèè

ìîäåëü
ïðè
áåçîá-
ëà÷íîì
íåáå

Qâîçì
ñóò = ÑÏ

tçñîëí∫
tâñîëí

[(
−B · ω − C · r −D 1

sin(Al(t))+

)
· sin(Al(t))

]
dt

ìîäåëü
ñ ó÷å-
òîì
îáëà÷-
íîñòè

Qñóò = Qîòí ·Qñóò
âîçì,

f(Qîòí) = 1
B(a,b)

Q
(a−1)
îòí · (1−Qîòí)

(b−1),

B(a, b) =
1∫
0

[
Q

(a−b)
îòí · (1−Qîòí)

(b−1)
]
d(Qîòí)

Ïðèõîä ýíåðãèè âåò-
ðîâîãî ïîòîêà

E = 1
2
qῡ3

â,

p(υâ) = k1

A1

(
υâ
A1

)k1−1

exp

[
−
(
υâ
A1

)k1
]

Ìîäåëü ôîòî-
ýëåêòðè÷åñêîé
óñòàíîâêè

IH = Iφ − I0(exp qUH
AKT

− 1)

Ìîäåëü âåòðîýíåð-
ãåòè÷åñêîé óñòàíîâ-
êè

PÂÝÓ =
Pmax
ÂÝÓ

ϕíîì−ϕâêë

{
Gk(ϕíîì)−Gk(ϕâêë)− exp

(
−
(
υâ
A1

)K1
)}

Ìîäåëü íàêîïèòåëü
ýíåðãèè (õèìè÷å-
ñêèå èñòî÷íèêè
òîêà)

UAB = E(Q; IAB)− I ·RÂÍ(Q; IÀÁ),
E(Q, IÀÂ) = E0 + Ψ0

QΨ
(QΨ − IAB · t) + ϕ0 exp(−3IÀÁ·t

Qϕ
),

RÂÍ(Q; IÀÁ) = A2 ·
(
QΨ−IÀÁ·t

QΨ

)2

+B2

(
α

Iβ
ÀÁ

− 1
)

Çäåñü Qâîçì
ñóò � âåëè÷èíà ñóììàðíîé ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè, ïðèøåäøåé â òå÷åíèå äíÿ

íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ïðè áåçîáëà÷íîì íåáå (Âò/ ì2); tâñîëí, t
ç
ñîëí � èñòèííîå

ñîëíå÷íîå âðåìÿ âîñõîäà è çàõîäà Ñîëíöà, ÷.; ÑÏ � ñîëíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ ( ÑÏ =
1360 Âò/ì2); Al � óãîë âûñîòû Ñîëíöà; ω � êîëè÷åñòâî îñàæäåííîé èç àòìîñôåðû
âîäû, ìì; r � êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ïûëè â 1 êóá. ñì. àòìîñôåðû; � D � ýìïèðè÷åñêèå
êîýôôèöèåíòû; Qîòí � îòíîñèòåëüíàÿ ñóììàðíàÿ ñîëíå÷íàÿ ðàäèàöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ
ôóíêöèåé îáëà÷íîñòè; a, b � ïàðàìåòðû áåòà-çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ; q � ñðåäíÿÿ ïëîò-
íîñòü âîçäóõà, ðàâíàÿ 1,225 êã/ì3 ïðè òåìïåðàòóðå 15 Ñ◦. è ñòàíäàðòíîì äàâëåíèè;
υâ � ñðåäíåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè âåòðà, ì/c; p(υâ) � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû υâ (ñêîðîñòü âåòðà) â ñîîòâåòñòâèè ñ äâóõôàêòîðíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì Âåéáóëëà; A1 � ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð ñêîðîñòè; k1 � ïàðàìåòð ôîðìû êðèâîé
ðàñïðåäåëåíèÿ; Ií � òîê íàãðóçêè, À; Iô � ôîòîòîê, À; Iî � îáðàòíûé òîê íàñûùåíèÿ,
À; q � çàðÿä ýëåêòðîíà, Êë; Uí � íàïðÿæåíèå íà íàãðóçêå, Â; � ýìïèðè÷åñêèé êîýôôè-
öèåíò ÂÀÕ ÔÝÓ, ÷àñòî íàçûâàåìûé "äèîäíûé ôàêòîð"; K � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà,
Äæ/Ê; � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà ìîäóëÿ ÔÝÓ (ñîëíå÷íîãî ýëåìåíòà), Ê; Q � óðî-
âåíü ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè íà ïîâåðõíîñòü ÔÝÓ, Âò/ì2 ; PÂÝÓ � ìîùíîñòü ÂÝÓ, Âò;
Pmax
ÂÝÓ� íîìèíàëüíàÿ ìîùíîñòü ÂÝÓ, Âò; Gk(ϕ) � òàáóëèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, âûðàæà-

þùàÿ ôîðìó êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëà; ϕâêë, ϕíîì�ýìïèðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò
ñêîðîñòè âåòðà ïðè âêëþ÷åíèè ÂÝÓ è âûõîäå ÂÝÓ íà íîìèíàëüíóþ ìîùíîñòü; Uàá
� òåêóùåå íàïðÿæåíèå íà çàæèìàõ àêêóìóëÿòîðà, Â; � ÝÄÑ àêêóìóëÿòîðà, Â; Iàá
� òåêóùåå çíà÷åíèå òîêà â öåïè àêêóìóëÿòîðà, À; Q � òåêóùàÿ åìêîñòü àêêóìóëÿ-
òîðà, À.÷; Râí � òåêóùåå çíà÷åíèå âíóòðåííåãî ñîïðîòèâëåíèÿ àêêóìóëÿòîðà, Îì;
E0 � ÝÄÑ ðàçðÿæåííîãî àêêóìóëÿòîðà, Â; Ψ0 � ðàçíîñòü ìåæäó ÝÄÑ ñîîòâåòñòâó-

123



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû

þùåé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîëèíåéíîãî ó÷àñòêà êðèâîé E = f(Q) ñ îñüþ îðäèíàò
è ÝÄÑ ðàçðÿæåííîãî àêêóìóëÿòîðà, Â; ϕ0 � ðàçíîñòü óðîâíåé íàïðÿæåíèÿ, îäíî èç
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó ðàçðÿäíîé êðèâîé, à äðóãîå � òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìîëèíåéíîãî ó÷àñòêà ñ îñüþ îðäèíàò, Â; Qη - ðàçðÿäíàÿ åìêîñòü àêêóìóëÿòîðà ïðè
100-÷àñîâîì ðåæèìå ðàçðÿäà, À.÷; Qϕ � ðàçðÿäíàÿ åìêîñòü, ïðè êîòîðîé íà÷àëüíûå
êðèâîëèíåéíûå ó÷àñòêè ñîïðÿãàþòñÿ ñ ïðÿìîëèíåéíûìè, À.÷; A2,B2,α,β - ýìïèðè-
÷åñêèå êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
êðèâûõ.

Ïðåäëîæåííûå ìîäåëè ñîäåðæàò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ. Îöåíêà ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëåé äëÿ õàðàêòåðíûõ ïî ñíàáæåíèþ êàæäûì âèäîì ÂÈÝ ðàéîíîâ ìîæåò
ïðîèçâîäèòüñÿ íà îñíîâå ñóùåñòâóþùèõ äëÿ áîëüøèíñòâà òåððèòîðèé ñòàíäàðòíûõ
êëèìàòè÷åñêèõ, ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ è äðóãèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ è, òàêèì îáðà-
çîì, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ íàòóðíûõ èçìåðå-
íèé, ñâÿçàííûõ ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè è ìàòåðèàëüíûìè çàòðàòàìè [2, 3].
Ïðèâåäåííûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ïðîöåññû, ïðèâîäÿùèå ê íàêîïëåíèþ
ýíåðãèè îò ÂÈÝ, â âèäå óíèâåðñàëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ïåðåìåííûìè ïàðà-
ìåòðàìè, çàâèñÿùèìè îò ñïåöèôèêè ïðèðîäíûõ è òåõíîãåííûõ óñëîâèé èññëåäóåìîé
ìåñòíîñòè. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ïîòåíöèàëà ÂÈÝ öåëåñîîáðàçíî ïðîèçâîäèòü
íåçàâèñèìîå äëÿ êàæäîãî èñòî÷íèêà âûäåëåíèå ðàéîíîâ èññëåäóåìîé ìåñòíîñòè ñ
ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëåé (õàðàêòåðíûõ ðàéîíîâ ïî ñíàáæåíèþ ðàññìàò-
ðèâàåìûì âèäîì âîçîáíîâëÿåìîé ýíåðãèè). Âåðèôèêàöèÿ óêàçàííûõ ìîäåëåé íà ðå-
ãèîíàëüíûõ äàííûõ ìíîãîëåòíèõ íàáëþäåíèé ïîêàçàëà èõ äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü è
àäåêâàòíîñòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ è äîñòèæåíèÿ öåëè èññëåäîâàíèÿ.
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Êàê ìû ñîãëàñóåì ìîäåëü Âñåëåííîé?

Î.Â. Âåðõîäàíîâ
Ñïåöèàëüíàÿ àñòðîôèçè÷åñêàÿ îáñåðâàòîðèÿ ÐÀÍ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä ñîâðåìåííûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ
òåñòîâ ïðèìåíÿåìûõ äëÿ èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ Âñåëåííîé. Îá-
ñóæäàþòñÿ ïîñëåäíèå êîñìîëîãè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
ðàçëè÷íûõ íàáëþäàòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ è ñîâðåìåííàÿ ñòàí-
äàðòíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïðè÷è-
íû ðàñõîæäåíèÿ çíà÷åíèé êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿ-
åìûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè.

How do we reconcile the model of the Universe?

O.V. Verkhodanov
Special Astrophysical Observatory of RAS, Nizhniy Arkhyz, Russia

Ââåäåíèå

Ïîñëåäíèå äâàäöàòü ëåò õàðàêòåðèçóþòñÿ ðåâîëþöèîííûìè èçìåíåíèÿìè â íàøåì
ïðåäñòàâëåíèè î ñâîéñòâàõ Ïðèðîäû. Îñîáåííî ñèëüíî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â èññëåäîâà-
íèÿõ Âñåëåííîé, ãäå íîâûå ïðîðûâíûå òåõíîëîãèè, ñâÿçàííûå c ýëåêòðîíèêîé, êîñ-
ìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ñóïåðêîìïüþòåðàìè è ïðîãðàììíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáåñïå-
÷åíèåì ïðèâåëè ê âîçìîæíîñòè ïðîâîäèòü íåìûñëèìûå ðàíåå íàáëþäåíèÿ äàëüíåãî
êîñìîñà. Ìû ïîñòðîèëè ñîãëàñîâàííóþ ñòàíäàðòíóþ êîñìîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü, êîòî-
ðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ïðàêòè÷åñêè âñåì íàáëþäàòåëüíûì äàííûì, è îïèñûâàåò ýâîëþ-
öèþ Âñåëåííîé îò ìîìåíòà åå âîçíèêíîâåíèÿ äî äåñÿòêîâ ìèëëèàðäîâ ëåò âïåðåä.
Ðåøåííûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èçìåðåíèåì ïëîòíîñòè ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòîâ Âñå-
ëåííîé è îñîáåííîñòÿìè âçàèìîäåéñòâèé íà ìàëûõ è áîëüøèõ ìàñøòàáàõ, ïîçâîëèëè
âíåñòè ñóùåñòâåííûå óòî÷íåíèÿ â ìîäåëü Ìèðà è íåçàâèñèìî îò íàçåìíûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ ïðîâåðèòü îáùóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ), êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè,
èñïîëüçóåòñÿ è â êîñìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ïðîâîäÿùèõ íàáëþäåíèÿ çåìíîé àòìîñôåðû
è ïîâåðõíîñòè.

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû çà ïîñëåäíèå 10 ëåò áûëè ïîëó÷åíû ïðè èñ-
ñëåäîâàíèÿõ íà ïîëíîé ñôåðå íåîäíîðîäíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ðåëèêòîâîãî èçëó÷å-
íèÿ èëè êîñìè÷åñêîãî ìèêðîâîëíîâîãî ôîíà (Cosmic Microwave Background - CMB),
êîòîðûå ïðîâîäèëèñü ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêèõ îáñåðâàòîðèé: NASA WMAP
(http://lambda.gsfc.nasa.gov, Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) [1,2] çàâåðøèâ-
øåéñÿ â 2010 ã., è ESA Planck (http://www.rssd.esa.int/Planck/) [3,4] çàâåðøèâøåéñÿ
â 2013 ã.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ýòèõ ìèññèé áûëè èçìåðåíû êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñ
íåäîñòèæèìîé ðàíåå òî÷íîñòüþ (≈ 1%) è çàëîæåíà îñíîâà äëÿ íîâûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ. Ñðåäè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â îêîí÷àòåëüíûõ ðàáîòàõ ìèññèè
Planck [4], ìîæíî îòìåòèòü ïàðàìåòðû ïëîòíîñòè êîìïîíåíòîâ ýíåðãèè, ïàðàìåòðû,
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îïèñûâàþùèå ðîñò ïåðâè÷íûõ íåîäíîðîäíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèè è ýïîõó îá-
ðàçîâàíèÿ ïåðâûõ çâåçä.

Äàííûå ìèññèè Planck ïîëó÷èëè íåçàâèñèìå ïîäòâåðæäåíèå â ðåçóëüòàòå àíàëè-
çà îïòè÷åñêèõ îáçîðîâ SDSS [5] â ïðîãðàììå ïîèñêà áàðèîííûõ îñöèëëÿöèé BOSS
[6], ãäå áûëè èçìåðåíû ïàðàìåòðû ïëîòíîñòè ìàòåðèè è ïîñòîÿííàÿ Õàááëà, îïè-
ñûâàþùàÿ ñêîðîñòü ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé, îáçîðà DES [7] è ðÿä äðóãèõ. Îäíàêî
ïîçäíåå Ðèñîì è äð. [8] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî â ðÿäå ýêñïåðèìåíòîâ, òàêèõ êàê èç-
ìåðåíèÿ áëåñêà ñâåðõíîâûõ òèïà Ia, âñïûõèâàþùèõ ïðè âçðûâàõ áåëûõ êàðëèêîâ
è èñïîëüçóåìûõ â àñòðîôèçèêå ïðè îïðåäåëåíèè ðàññòîÿíèé ìåòîäîì ñòàíäàðòíîé
ñâå÷è, îáíàðóæèëîñü ðàñõîæäåíèå íà óðîâíå ïîðÿäêà 4sigma â îöåíêàõ ïîñòîÿííîé
Õàááëà è ïëîòíîñòè ìàòåðèè.

Â äàííîì êîðîòêîì îáçîðå ìû ïîãîâîðèì î êîñìîëîãè÷åñêèõ òåñòàõ è âîçìîæíûõ
ïðè÷èíàõ ðàñõîæäåíèÿ èçìåðåíèé.

Êîñìîëîãè÷åñêèå òåñòû

Ìîæíî âûäåëèòü òðè ãðóïïû êîñìîëîãè÷åñêèõ òåñòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñâîéñòâà
Âñåëåííîé â öåëîì. Îíè áûëè ïðåäëîæåíû â ðàçíîå âðåìÿ [9,10,11,12,13] è ñîîòâåò-
ñòâåííî ñëóæèëè ïðîâåðêîé ëèáî ïðèìåíÿëèñü äëÿ èçìåðåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷å-
ñêèõ è êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ñòàòèñòè÷åñêèõ îïèñàíèé.

Ïåðâàÿ ãðóïïà òåñòîâ, ïðåäëîæåííûõ â ïåðâîé ïîëîâèíå XX âåêà ïîñëå ñîçäà-
íèÿ ÎÒÎ è îòêðûòèÿ Ýäâèíîì Õàááëîì ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé, ïðèìåíÿëàñü äëÿ
ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïèè Âñåëåííîé è îòâå÷àëà íà âîïðîñ �Êàêîâà Âñå-
ëåííàÿ?�, âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå èçìåðåíèÿ:

1. ïîäñ÷åòû îáúåêòîâ N(z),

2. äèàãðàììà Õàááëà 'ñâåòèìîñòü � êðàñíîå ñìåùåíèå' m(z) - ñòàíäàðòíàÿ ñâå÷à,

3. äèàãðàììà 'óãëîâîé ðàçìåð � êðàñíîå ñìåùåíèÿ' theta(z)- ñòàíäàðòíàÿ ëè-
íåéêà,

4. ïîâåðõíîñòíàÿ ÿðêîñòü ïðîòÿæåííûõ îáúåêòîâ < sb > (z) (òåñò Òîëìåíà).

Êðàñíîå ñìåùåíèå ëèíèé â ñïåêòðå èññëåäóåìûõ äàëåêèõ îáúåêòîâ õàðàêòåðèçó-
åò ñêîðîñòü èõ óäàëåíèÿ îò íàáëþäàòåëÿ. À ðàññòîÿíèå äî îáúåêòîâ óæå ÿâëÿåòñÿ
ìîäåëüíî çàâèñèìîé âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó òðåáóåò íåçàâèñèìîãî îïðåäåëåíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ àñòðîôèçè÷åñêèõ èçìåðåíèé. Ïîäñ÷åòû îáúåêòîâ (ðàäèîèñòî÷íèêîâ) ïîêàçàëè,
÷òî ýâîëþöèîíèðóåò êàê ñàìà Âñåëåííàÿ, òàê è îáúåêòû âíóòðè íåå. Ïðè÷åì ýô-
ôåêòû âî âòîðîì ñëó÷àå îêàçàëèñü áîëåå ñóùåñòâåííûìè, è çàòðóäíÿëè èçìåðåíèå
ïàðàìåòðîâ Âñåëåííîé. Òåñòû, ñâÿçàííûå ñî ñòàíäàðòíûìè ñâåòèìîñòüþ è ëèíåéêîé,
òîæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâÿçàííûå ñ ýâîëþöèîíèðóþùèìè îáúåêòàìè. Îä-
íàêî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèé ïî ñâåòèìîñòè ñóùåñòâóåò 'ëåcòíèöà ðàññòîÿíèé',
âêëþ÷àþùàÿ ïîñòåïåííûé ïåðåõîä îò ïðÿìûõ èçìåðåíèé ðàññòîÿíèé äî çâåçä ñ ïî-
ìîùüþ ïàðàëëàêñîâ, äàëåå - èñïîëüçîâàíèå ïåðåìåííûõ çâåçä öåôåèä ñî ñòàíäàðòíîé
çàâèñèìîñòüþ 'ñâåòèìîñòü � ïåðèîä' äëÿ ïåðåõîäà ê áëèçêèì ãàëàêòèêàì è äàëåå �
ê äàëåêèì ãàëàêòèêàì ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ñâå÷åé � âçðûâîâ áåëûõ êàðëèêîâ â
äâîéíûõ çâåçäíûõ ñèñòåìàõ, êîãäà ãåíåðèðóþòñÿ âñïûøêè ñâåðõíîâûõ òèïà Ia. Ïî-
ñëåäíèå óæå ïðèìåíÿþòñÿ â ñîâðåìåííûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ òåñòàõ. Äëÿ ñòàíäàðòíîé
ëèíåéêè ðàíüøå ïðåäëàãàëèñü ïðèìåíÿòü óãëîâûå ðàçìåðû ãàëàêòèê è, â ÷àñòíî-
ñòè, ãèãàíòñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ ãàëàêòèê, íî äëÿ íèõ âñå-òàêè èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ,
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ñâÿçàííûå ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ èçìåðåíèÿ ãðàíèöû ãàëàêòèêè. Òåñò Òîëìàíà, ïðåä-
ïîëàãàþùèé ïðîâåðêó ñêîðîñòè ïàäåíèÿ áëåñêà ãàëàêòèêè â çàâèñèìîñòè î ìîäåëè
ýâîëþöèè Âñåëåííîé, ðàíåå äàâàë íåîïðåäåëåííûå ïîêàçàíèÿ êàê ðàç èç-çà ñëîæíî-
ñòè èçìåðåíèÿ ãðàíèöû ãàëàêòèêè, íî ïîñëå ðàáîòû Ñýíäèäæà [14] ìîæíî ãîâîðèòü,
÷òî è îí äåìîíñòðèðóåò, ÷òî Âñåëåííàÿ íå ñòàöèîíàðíà, à ðàñøèðÿåòñÿ. Ýòà ãðóïïà
êëàññè÷åñêèõ òåñòîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàëà, ÷òî Âñåëåííàÿ äåéñòâèòåëüíî ðàñøèðÿåò-
ñÿ è, ñêîðåå âñåãî, îäèíàêîâî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì. À ñêîðîñòü åå ðàñøèðåíèÿ â
áëèçêîì îáúåìå îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Õàááëà: v = H0 ∗D = cz, ãäå H0 � ïîñòîÿííàÿ
Õàááëà (ñåé÷àñ H0 = 67.66 êì/c/Ìïê, 1 Ìïê = 3.26 ñâ.ãîäà), D � ðàññòîÿíèå äî ãà-
ëàêòèêè, c � ñêîðîñòü ñâåòà, z � èçìåðÿåìîå íà òåëåñêîïå ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíûõ
ìåòîäîâ êðàñíîå ñìåùåíèå.

Âî âòîðîé ãðóïïå êîñìîëîãè÷åñêèõ òåñòîâ ïðèìåíÿþòñÿ ñîâðåìåííûå òåõíîëîãè-
÷åñêèå âîçìîæíîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ (èçìåðåíèÿ) ýâîëþöèîííûõ ïàðàìåòðîâ Âñå-
ëåííîé. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå èç íèõ ñëåäóþùèå:

1. Ñòàíäàðòíàÿ ñâå÷à (SNIa)

2. Ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéêà (ðàçìåð AGN)

3. Ñòàíäàðòíûå ÷àñû (âîçðàñò gE-ãàëàêòèê)

4. Ïîäñ÷åòû îáúåêòîâ

5. Àáñîðáöèîííûå ëèíèè

6. Ïàðàìåòðû ñêó÷èâàíèÿ (êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, áàðèîííûå îñöèëëÿöèè, ýâî-
ëþöèîííûå ìîäåëè êðóïíîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû)

7. Ãðàâèòàöèîííîå ëèíçèðîâàíèå

8. Ïàðàìåòðû ñêîïëåíèé ãàëàêòèê

9. Õèìè÷åñêèé ñîñòàâ Âñåëåííîé

Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé òåñòû èñòîðè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè è óæå
îáñóæäàëèñü âûøå. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî âîçìîæíîñòè ðàäèîèíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ
èçìåðåíèé â òåñòå ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéêà ñ ðàçðåøåíèåì äî ìèêðîñåêóíä äóãè ïîç-
âîëÿþò ñòàâèòü çàäà÷è ïî èçìåðåíèþ óãëîâûõ ðàçìåðîâ àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê.
Àêòèâíûå ÿäðà ãàëàêòèê (èëè êâàçàðû) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâåðõìàññèâíûå ÷åð-
íûå äûðû, íà êîòîðûå ñòåêàåò ãàç, ñîáðàííûé èç-çà ãðàâèòàöèè è îáðàùåíèÿ âîêðóã
÷åðíîé äûðû â àêêðåöèîííûé äèñê. Ãàç ðàçîãðåò äî î÷åíü âûñîêèõ òåìïåðàòóð è
ïîãðóæåí â ìàãíèòíîå ïîëå. Ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàìàòûâàþòñÿ íà îñü
âðàùåíèÿ ÷åðíîé äûðû è ïîìîãàþò ñôîðìèðîâàòü óëåòàþùèå îò ÷åðíîé äûðû ïî-
òîêè ïëàçìû � äæåòû. Ðàçìåð àêêðåöèîííîãî äèñêà ñâÿçàí ñ ìàññîé (à çíà÷èò è
ðàçìåðîì) ÷åðíîé äûðû. Ýòî ïîçâîëÿåò ñòàâèòü çàäà÷è ïî íåçàâèñèìîìó îïðåäåëå-
íèþ ðàññòîÿíèé äî êâàçàðîâ ïî âèäèìîìó óãëîâîìó ðàçìåðó àêêðåöèîííîãî äèñêà,
åñëè óäàåòñÿ îöåíèòü ìàññó öåíòðàëüíîé ÷åðíîé äûðû â ãàëàêòèêå.

Ñòàíäàðòíûå ÷àñû � íåçàâèñèìûé îò êîñìîëîãèè ñïîñîá îöåíêè âîçðàñòà çâåçä-
íûõ ñèñòåì ïî ñêîðîñòè òåðìîÿäåðíûõ ðåàêöèé âíóòðè çâåçä, êîòîðîé ïîçâîëÿåò ïî
ôîòîìåòðè÷åñêèì èçìåðåíèÿ ãàëàêòèê (à èìåííî çâåçäíîãî íàñåëåíèÿ) îöåíèòü âîç-
ðàñò ãàëàêòèêè. Òîãäà âûþðàâ íàèáîëåå ñòàðûå ãàëàêòèêè íà çàäàííûõ êðàñíûõ
ñìåùåíèÿõ ìîæíî ïðîâåñòè îãèáàþùóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ âîçðàñòó Âñåëåííîé, è
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çàâèñèìîñòè t(z), ñâÿçàííîé ñ êîñìîëîãè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, îïðåäåëèòü äèíàìè-
êó ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé. Äëÿ òåñòà ëó÷øå âñåãî ïðèìåíÿòü äàííûå ïî ãèãàíòñêèì
ýëëèïòè÷åñêèì ãàëàêòèêàì, â êîòîðûõ çâåçäíîå íàñåëåíèå ýâîëþöèîíèðóåò ïàññèâ-
íî, áåç ïîçäíèõ âñïûøåê çâåçäîîáðàçîâàíèÿ, èç-çà ìàëîãî ñîäåðæàíèÿ ãàçà. Íî òàêèõ
ãàëàêòèê íå òàê ìíîãî.

Àáñîðáöèîííûå ëèíèè â ñïåêòðàõ êâàçàðîâ îáðàçóþòñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè èçëó÷å-
íèÿ ñêâîçü îáëàêà âîäîðîäà â ñêîïëåíèÿõ ìàòåðèè, ôîðìèðóþùåé êðóïíîìàñøòàá-
íóþ ñòðóêòóðó Âñåëåííîé. Ïî øèðèíå è àìïëèòóäå òàêèõ ëèíèé ïîãëîùåíèÿ ìîæ-
íî óçíàòü òîëùèíó îáëàêîâ è êîëè÷åñòâî ñîäåðæàùåéñÿ â íèõ ìàòåðèè íà ðàçëè÷-
íûõ êðàñíûõ ñìåùåíèÿõ. Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ïàðàìåòðû ñêó÷èâàíèÿ ìàòåðèè è
îïðåäåëèòü êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Ïàðàìåòðû ñêó÷èâàíèÿ ìîæíî èçìåðèòü è
èç ïðÿìûõ íàáëþäåíèé ÿðêèõ ãàëàêòèê è ñêîïëåíèé ãàëàêòèê. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿþò
ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû äëÿ îöåíêè óðîâíÿ êëàñòåðèçàöèè ìàòåðèè: êîððåëÿöèîííûå
ôóíêöèè, ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà, ìåòîä îñòîâîãî äåðåâà è äðóãèå. Ìåòîäû ïðèìå-
íÿþòñÿ ê íàáëþäàòåëüíûì äàííûì è ê ìîäåëÿì � ñèìóëÿöèÿì ýâîëþöèè êðóïíîìàñ-
øòàáíîé ñòðóêòóðû Âñåëåííîé (ñâîéñòâà Âñåëåííîé â ðàçëè÷íûå êîñìîëîãè÷åñêèå
ýïîõè), êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà ñóïåðêîìïüþòåðàõ (ðèñ.1).

Ðèñ. 1: ×èñëåííàÿ ìîäåëü Illustris êðóïíîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû Âñåëåííîé (êîñ-
ìè÷åñêîé ïàóòèíû), ïîñòðîåííàÿ â ðàìêàõ LCDM-êîñìîëîãèè. Êàæäàÿ îòäåëüíàÿ
ñâåòÿùàÿñÿ òî÷êà � ãàëàêòèêà. Â ïðèâåäåííîé ïðîåêöèè ïîêàçàí ñêåëåò èç ïàóòè-
íû òåìíîé ìàòåðèè â ñî÷åòàíèè ñ âûäóâàåìûì ãîðÿ÷èì ãàçîì â êðóïíîì ñêîïëåíèè
ãàëàêòèê.

×ðåçâû÷àéíî âàæíûì èñòî÷íèêîì êîñìîëîãè÷åñêîé èíôîðìàöèè ÿâëÿþòñÿ êîð-
ðåëÿöèîííûå ôóíêöèè ãàëàêòèê è ñêîïëåíèé ãàëàêòèê, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàõîäèòü
âûäåëåííûå ìàñøòàáû âî Âñåëåííîé. Âûäåëåííûå ìàñøòàáû ñâÿçàíû ñ ýïîõîé îá-
ðàçîâàíèÿ ïåðâè÷íûõ íåîäíîðîäíîñòåé è ýâîëþöèîíèðîâàëè âìåñòå ñî Âñåëåííîé.
Ïîýòîìó èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èçó÷åíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíîé
ñòðóêòóðû Âñåëåííîé. Òàê êàê ôèçèêà ðîñòà íåîäíîðîäíîñòåé äîñòàòî÷íà ïðîñòà, òî
åå ëåãêî ïàðàìåòðèçîâàòü, è â ðåçóëüòàòå ïðèìåíèòü òàêîé âûäåëåííûé ìàñøòàá êàê
ñòàíäàðòíóþ ëèíåéêó, ÷òî è áûëî ñäåëàíî â ïðîåêòå ïîèñêà áàðèîííûõ îñöèëëÿöèé
BOSS [6]. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîì ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ
ïîäòâåðäèëè äàííûå êîñìè÷åñêîé ìèññèè Planck.

Ìåòîäû àíàëèçà ãðàâèòàöèîííîå ëèíçèðîâàíèÿ èñïîëüçóþò çíàíèå îá çíà÷èìîì
èñêðèâëåíèè ïðîñòðàíñòâà êðóïíûìè ñêîïëåíèÿìè ìàòåòåðèè � íàïðèìåð, ñêîïëå-
èÿìè ãàëàêòèê. Ýòî äàåò íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé èçìåðåíèÿ ñâîéñòâ Âñåëåííîé:
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îöåíêó îòíîøåíèÿ âèäèìîé ìàòåðèè ïî îïòè÷åñêîé ñâåòèìîñòè ãàëàêòèê ê ïîëíîé
ïî óðîâíþ èñêàæåíèÿ ôîíîâûõ ãàëàêòèê (ñì. ðèñ.1) íà ðàçíûõ êðàñíûõ ñìåùåíèÿõ
z, ïîèñê äàëåêèõ îáúåêòîâ ñ ïîìîùüþ ãðàâèòàöèîííîé ôîêóñèðîâêè è óñèëåíèÿ ñëà-
áîãî èçëó÷åíèÿ, îöåíêó âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ñâåòà îò ëèíçèðóåìîãî îáúåêòà äî íàñ
è âîññòàíîâëåíèÿ ïî íåìó äèíàìèêè ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé è äðóãèå. Ñàìè ïî ñåáå
ñêîïëåíèÿ ãàëàêòèê ïîçâîÿþò îöåíèâàòü ïëîòíîñòü Âñåëåííîé è ïîñòîÿííóþ Õàááëà
â ðàçëè÷íûå êîñìîëîãè÷åñêèå ýïîõè, ïðè÷åì â ðàçíûõ äèàïàçîíàõ ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ñïåêòðà: îïòè÷åñêîì, ðåíòãåíîâñêîì, ðàäèî è ìèëëèìåòðîâîì è ñóáìèëëèìåòðî-
âîì.

Ðèñ. 2: Ãðàâèòàöèîííîå ëèíçèðîâàíèå ôîíîâûõ îáúåêòîâ (äóãè íà èçîáðàæåíèÿ)
ñêîïëåíèåì ãàëàêòèê SDSS J1038+4849.

Ðåëèêòîâîå èçëó÷åíèå

Âàæíåéøèì êîñìîëîãè÷åñêèì òåñòîì, à íà ñàìîì äåëå öåëûì íàáîðîì êîñìîëîãè÷å-
ñêèõ òåñòîâ, ÿâëÿþòñÿ èçìåðåíèÿ ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ [1,2,3,4, ñì. òàêæå. 15]. È
çäåñü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàðÿäó ñ óñòàíîâëåíèåì îáùåé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè:
ðàñøèðÿþùàÿñÿ Âñåëåííàÿ ñ ãîðÿ÷èì íà÷àëîì, ïî äàííûì CMB ìîæíî ñ òî÷íîñòüþ
äî 1% ïðîöåíòà è äàæå ëó÷øå èçìåðèòü åå îñíîâíûå è äîïîëíèòåëüíûå êîñìîëî-
ãè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Òåñòû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ýòî ñäåëàòü ñâÿçàíû (íåçàâèñèìî) ñ
íèçêèìè, ñðåäíèìè è âûñîêèìè ìóëüòèïîëüíûìè ìîìåíòàìè â óãëîâîì ñïåêòðå ìîù-
íîñòè àíèçîòðîïèè òåìïåðàòóðû, ñòàòèñòèêîé è ðàñïîëîæåíèåì ãîðÿ÷èõ è õîëîäíûõ
ïÿòåí íà ñôåðå, äàííûìè ýëåêòðè÷åñêîé è âèõðåâîé ìîä ïîëÿðèçàöèè ðåëèêòîâî-
ãî èçëó÷åíèÿ è èõ êðîññ-êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâ, äàííûìè ïî ìèëëèìåòðîâûì è
ñóáìèëëèìåòðîâûì èçìåðåíèÿì òåìïåðàòóðû ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ è äðóãèìè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå [1,15], êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿþòñÿ èç óãëîâîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè CMB. È äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
êàðòà àíèçîòðîïèè òåìïåðàòóðû ÐÈ íà ïîëíîì íåáå, ðàçëàãàåìûå íà ñôåðè÷åñêèå
ãàðìîíèêè (ìóëüòèïîëè). Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ alm ïðè ñôåðè÷åñêèõ ãàðìî-
íèêàõ âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êàðòû:

∆(θ, φ) =
∞∑
l=2

m=l∑
m=−l

almYlm(θ, φ),
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Ylm(θ, φ) =

√
(2l + 1)

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (x)eimφ, x = cos θ,

ãäå DT (x, f) � ðàñïðåäåëåíèå àíèçîòðîïèè òåìïåðàòóðû íà ñôåðå,
Y m
l (x, f) � ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè (èëè ìóëüòèïîëè), Pm

l (x) � ïðèñîåäèíåííûå ïî-
ëèíîìû Ëåæàíäðà, l � íîìåð ñôåðè÷åñêîé ãàðìîíèêè, m � íîìåð ìîäû ìóëüòèïîëÿ.
Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè DT (x, f) êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ alm âû÷èñëÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

alm =

1∫
−1

dx

2π∫
0

dφ∆T (x, φ)Y ∗lm(x, φ),

ãäå Y ∗lm îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå Ylm.
Óãëîâîé ñïåêòð ìîùíîñòè C(l) CMB âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ ñèãíàëà ðåëèêòîâîãî èç-

ëó÷åíèÿ, î÷èùåííîãî îò ôîíà. Îí îïðåäåëÿåòñÿ êàê âçâåøåííàÿ ñóììà êâàäðàòîâ
àìïëèòóä ìîä ãàðìîíèê äëÿ çàäàííîãî íîìåðà l, îïèñûâàåìûõ êîýôôèöèåíòàìè alm.
Êàê ìû ïîìíèì, ýòè êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè êàðò ïî ìóëüòè-
ïîëÿì è ïîêàçûâàþò âêëàä ãàðìîíèê â àíàëèçèðóåìóþ êàðòó.

Óãëîâîé ñïåêòð ìîùíîñòè C(l) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

C(l) =
1

2l + 1

[
|al0|2 + 2

l∑
m=1

|alm|2
]
.

Ôîðìà ñïåêòðà ìîùíîñòè îáóñëîâëåíà âëèÿíèåì áîëüøîãî íàáîðà ïðîöåññîâ íà
ðàííèõ ýòàïàõ ýâîëþöèè Âñåëåííîé, ãåíåðèðóþùèõ àíèçîòðîïèþ ðåëèêòîâîãî èçëó-
÷åíèÿ â ïåðèîä ðåêîìáèíàöèè âîäîðîäà è ñâÿçàííûõ ñ âîçìóùåíèÿìè ïëîòíîñòè,
ñêîðîñòè è ìåòðèêè, ýâîëþöèîíèðóþùèõ â ðåæèìå çâóêîâûõ âîëí. Àìïëèòóäà âîç-
ìóùåíèé ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ (ÐÈ) ïîñëå ðåêîìáèíàöèè ìîäóëèðóåòñÿ çâóêîâûìè
âîëíàìè â ïëàçìå íà ôàçå äî ðåêîìáèíàöèè â òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñêàçàííûì
À.Ä.Ñàõàðîâûì [16] ýôôåêòîì áàðèîííûõ îñöèëëÿöèé. Õàðàêòåðèñòèêîé àíèçîòðî-
ïèè ÐÈ, îáóñëîâëåííîé Ñàõàðîâñêèìè îñöèëëÿöèÿìè, è ÿâëÿåòñÿ ñïåêòð ìîùíîñòè
ôëóêòóàöèé â ïðîñòðàíñòâå ìóëüòèïîëåé. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ôîðìèðîâàíèÿ
ôëóêòóàöèé CMB, à, ñëåäîâàòåëüíî, è îïðåäåëÿþùèå èõ êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåò-
ðû, �âïå÷àòàíû� â ñïåêòð ìîùíîñòè ýòîãî èçëó÷åíèÿ è ôàêòè÷åñêè îïðåäåëèëè ñîâðå-
ìåííîå ñîñòîÿíèå Âñåëåííîé. Äëÿ èçìåðåíèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, â ïåðâóþ
î÷åðåäü, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êàðòó ÐÈ, è íà îñíîâå âû÷èùåííûõ äàííûõ ïîñòðî-
èòü óãëîâîé ñïåêòð ìîùíîñòè. Îñíîâíàÿ êàðòà ÐÈ ìèññèè Ïëàíêà è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé óãëîâîé ñïåêòð ìîùíîñòè C(l) ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.

Êàê äëÿ äàííûõ ïðåäûäóùåé êîñìè÷åñêîé ìèññèè - WMAP, ïðè àïïðîêñèìà-
öèè óãëîâîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè, èçìåðåííîãî ñïóòíèêîì Planck, ïðèìåíÿëàñü ìî-
äåëü, îïèñûâàåìàÿ øåñòüþ îñíîâíûìè êîñìîëîãè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè [13,14] (òàê
íàçûâàåìàÿ ìîäåëü LCDM � ñ äîìèíèðóþùèìè òåìíîé ýíåðãèåé è õîëîäíîé òåì-
íîé ìàòåðèåé). Íèæå ïðåâåäíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïàðàìåòðîâ ïî ñîãëàñîâàííûì
ñ äðóãèìè ýêñïåðèìåíòàìè äàííûì çàêëþ÷èòåëüíîé ðàáîòû êîëëàáîðàöèè Planck
2018ã. [17]. Ñðåäè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ - óãëîâîé ðàçìåð ãîðèçîíòà íà ìîìåíò ðå-
êîìáèíàöèè. Åãî âåëè÷èíà îöåíèâàåòñÿ ïî ïîëîæåíèþ ïèêîâ â óãëîâîì ñïåêòðå ìîù-
íîñòè, îáîçíà÷àåòñÿ 100θ∗ è ðàâíà 1.04101o ± 0.00029o. Äðóãîé îïðåäåëÿåìûé ïàðà-
ìåòð - àìïëèòóäà ïåðâè÷íûõ âîçìóùåíèé. Ïàðàìåòð îáîçíà÷àåòñÿ As, à ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïðèíÿòîå ñòàíäàðòíîå çíà÷åíèå áåðåòñÿ â âèäå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà:
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Ðèñ. 3: Êàðòà ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ ïî äàííûì Ïëàíêà (ñëåâà) è óãëîâîé ñïåêòð
ìîùíîñòè (ñïðàâà). Êîñìè÷åñêàÿ âàðèàöèÿ (èëè êîñìè÷åñêàÿ íåîïðåäåëííîñòü) â
ñïåêòðå ìîùíîñòè îòìå÷åíà çåëåíûì ôîíîì.

ln(1010As) = 3.047 ± 0.014. Ñëåäóþùèé îïðåäåëÿåìûé êîñìîëîãè÷åñêèé ïàðàìåòð -
ñêàëÿðíûé ñïåêòðàëüíûé èíäåêñ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó ïåð-
âè÷íûõ âîçìóùåíèé ïëîòíîñòè ðàçíûõ ðàçìåðîâ âåëè÷èíà àìïëèòóäû îäèíàêîâàÿ,
íî íà ñàìîì äåëå èìååòñÿ íåêîòîðûé íàêëîí, êîòîðûé èçìåðÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûì èí-
äåêñîì ns = 0.9665 ± 0.0038. Åùå äâà ïàðàìåòðà - ïëîòíîñòè áàðèîííîé (âèäèìîé)
è òåìíîé ìàòåðèè. Èõ çíà÷åíèÿ áåðóòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè è
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî Ωb = 0.049 è ΩCDM = 0.261, à èõ ñóììà - ïëîòíîñòü ìàòåðèè
Ωm = 0.311. È, íàêîíåö, ýïîõà (âðåìÿ) âòîðè÷íîé èîíèçàöèè, êîãäà íåéòðàëüíûé ãàç
âî Âñåëåííîé ñòàë èîíèçîâàííûì çà ñ÷åò óëüòðàôèîëåòîâîãî èçëó÷åíèÿ ïåðâûõ çâåçä
è àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê. Ýòîé ýïîõå ñîîòâåòñòâóåò êðàñíîå ñìåùåíèå zre = 7.82,
÷òî ãîâîðèò î âðåìåíè ïîÿâëåíèÿ ïåðâûõ çâåçä â ýïîõó, êîãäà Âñåëåííîé áûëî 660
ìëí.ëåò. Âìåñòî ïîñëåäíåãî ïàðàìåòðà zreâ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóþò äðóãóþ, íî ïîëíî-
ñòüþ ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó âåëè÷èíó � îïòè÷åñêóþ òîëùó t â ýïîõó ðåèîíèçàöèè (ïî
äàííûì Ïëàíêà τ = 0.056 ± 0.007), êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò óðîâåíü âçàèìîäåéñòâèÿ
ôîòîíîâ ÐÈ è ýëåêòðîíîâ. ×åì áîëüøå îïòè÷åñêàÿ òîëùà, òåì ñèëüíåå �ðàçìàçûâà-
þòñÿ� ôëóêòóàöèè è àìïëèòóäà ïèêîâ â ñïåêòðå ìîùíîñòè ïàäàåò. Èçìåðåííûå ïàðà-
ìåòðû ïîçâîëÿþò çàôèêñèðîâàòü êîñìîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü è îïðåäåëèòü îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî äàííûõ Ïëàíêà, òàê è ñ ïðèìåíåíèåì äàí-
íûõ äðóãèõ ýêñïåðèìåíòîâ â ñîãëàñîâàííûõ îöåíêàõ. Ñðåäè îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ
îòìåòèì ïëîòíîñòü òåìíîé ýíåðãèè ΩΛ = 0.6889± 0.0056, âåëè÷èíà êîòîðîé ñâÿçàíà
è ñ ðàçìåðîì q∗, è ñ ïðîõîæäåíèåì ôîòîíîâ ÐÈ ñêâîçü ôîðìèðóþùèåñÿ ñêîïëå-
íèÿ ãàëàêòèê çà êîñìîëîãè÷åñêîå âðåìÿ (ãäå ìåíÿåòñÿ ýíåðãèÿ ïðîåëòàþùåãî ôîòî-
íà çà ñ÷åò ýôôåêàò Ñàêñà-Âîëüôà). Äðóãèì âàæíûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð
ðàñøèðåíèÿ Õàááëà â íàñòîÿùóþ ýïîõó � ïîñòîÿííàÿ Õàááëà, ðàâíàÿ ïî äàííûì
Ïëàíêà è ñîãëàñîâàííàÿ ñ äàííûìè ïî áàðèîííûì îñöèëëÿöèÿì H0 = 67.66 ± 0.42
êì/ñ/Ìïê. Ñ ïàðàìåòðîì Õàááëà ñâÿçàí è âîçðàñò Âñåëåííîé t0 = 13.787 ± 0.020
ìëðä.ëåò, êîòîðûé â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü, åñëè ñ÷èòàòü ïàðàìåòð
Õàááëà ïîñòîÿííîé (à ýòî íå òàê) êàê îáðàòíóþ âåëè÷èíó: 1/H0. Çíàíèå îïòè÷å-
ñêîé òîëùè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñâîéñòâà ñðåäû è ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ ìàòåðèè,
à òàêæå ïðèìåíåíèå äàííûõ î ãðàâèòàöèîííîì ëèíçèðîâàíèè ôèêñèðóåò äèñïåðñèþ
ñïåêòðà ìîùíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà. Ýòà âåëè÷èíà îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì
s8 = 0.8102± 0.0060, õàðàêòåðèçóþùèì ñêó÷èâàíèå ìàòåðèè â êóáå ðàäèóñîì 8 Ìïê.
Åùå îäèí ïàðàìåòð ïëîòíîñòè � ΩK = 1 − Ω0, îïèñûâàþùèé êðèâèçíó Âñåëåííîé,
ñâÿçàí ñ ñóìàðíîé ïëîòíîñòüþ âñåõ êîìïîíåíò ýíåðãèè Ω0, îáúåäèíÿþùåé ΩΛ, ΩCDM ,
Ωb, ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ è íåéòðèíî, è ñ ðàçìåðîì õàðàêòåðíûõ ïÿòåí ÐÈ íà ìîìåíò
ðåêîìáèíàöèè q∗. Èñïîëüçóÿ òîëüêî äàííûå ÐÈ ñ ó÷åòîì ëèíçèðîâàíèÿ è äàííûì ïî
áàðèîííûì îñöèëëÿöèÿì èìååì îöåíêó êðèâèçíû: ΩK = 0.0007 ± 0.0019, à ñ ó÷åòîì
äàííûõ îïòè÷åñêèõ îáçîðîâ - íà ïîðÿäîê ìåíüøå. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì òîãî, ÷òî
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íàøà Âñåëåííàÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïëîñêàÿ (ò.å. ñóììà óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëü-
íèêà, ïîñòðîåííîãî íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ ðàâíà 180o), ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ãîâîðèò
â ïîëüçó òåîðèè èíôëÿöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ. Îòìåòèì åùå ïÿòü ïàðàìåòðîâ, äâà
èç êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ íåéòðèíî. Îáíàðóæåíèå îñöèëëÿöèé ñîëíå÷íûõ íåéòðèíî -
ïðèçíàê òîãî, ÷òî îíè èìåþò ìàññó è ñîîòâåòñòâåííî âëèÿþò íà ïðîöåññû ôîðìè-
ðîâàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû, â êîòîðîé íàáëþäàþòñÿ ïîñëåäñòâèÿ áàðè-
îííûõ îñöèëëÿöèé, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ è â ðàñïðåäåëåíèè ÐÈ. Íî âëèÿíèå íåéòðèíî
ìîæåò áûòü êîìïåíñèðîâàíî äåéñòâèåì ïàðàìåòðîâ ΩΛ è, êàê ñëåäñòâèå, H0. Ýòî
íåìíîãî îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíåíèå ìåòîäèêè, íî âñå æå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó
âåðõíåé ãðàíèöû ñóììàðíîé ìàññû ðàçíûõ òèïîâ íåéòðèíî (îáîçíà÷àåòñÿ êàê

∑
νi):

ïî äàííûì ÐÈ è êðóïíîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû
∑
νi < 0.120 ýÂ. Êðîìå ôîòîíîâ,

ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ Âñåëåííîé åùå ñâÿçûâàåòñÿ ñ ýôôåêòèâíûì ÷èñëîì òèïîâ íåé-
òðèíî (îáîçíà÷àåòñÿ Neff ). Ýòà âåëè÷èíà òàêæå, êàê è ìàññà íåéòðèíî, çàâèñèò îò
ðàçíîîáðàçèÿ èñïîëüçóåìûõ äàííûõ. Ïî äàííûì êðóïíîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû è ÐÈ
Ïëàíêà ïîëó÷åíî çíà÷åíèå Neff = 2.99±0.33. Ýòà âåëè÷èíà ñîãëàñóåòñÿ ñî ñòàíäàðò-
íîé âåëè÷èíîé èç äàííûõ ïî íóêëåîñèíòåçó Áîëüøîãî Âçðûâà, ãäå Neff = 3.046.
Äðîáíîñòü ÷èñëà òèïîâ íåéòðèíî íå äîëæíà ñìóùàòü, òàê êàê ýòî ëèøü ïîëîæåíèå
òî÷êè ìàêñèìóìà íà ôóíêöèè ïðàâäîáîäîáèÿ (ïðè èñïîëüçîâàíèè íóæíî îêðóãëÿòü).
Ïî äàííûì ÐÈ Planck îïðåäåëèë òàêæå äîëþ áàðèîíîâ â ïåðâè÷íîì ãåëèè, ðàâíóþ
YP = 0.249 ± 0.026, íàëîæèë âåðõíþþ ãðàíèöó íà óðîâåíü âîçìóùåíèé ïðîñòðàí-
ñòâà çà ñ÷åò ãðàâèòàöèîííûõ âîëí âî âðåìÿ Áîëüøîãî Âçðûâà (ýòî òàê íàçûâàåìîå
îòíîøåíèå òåíçîðíîé ìîäû âîçìóùåíèé ê ñêàëÿðíîé; áåç äàííûõ ïî ïîëÿðèçàöèè
Ïëàíêà åñòü òîëüêî âåðõíÿÿ ãðàíèöà r0.002 < 0.07, òàê ÷òî âûâîäû î âåëè÷èíå ïà-
ðàìåòðà äåëàòü ðàíî), à òàêæå ïîêàçàë, ÷òî, åñëè ðàññìàòðèâàòü òåìíóþ ýíåðãèþ
êàê äèíàìè÷åñêîå ïîëå (êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ïàðàìåòðîì w â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ
è íàçûâàåòñÿ êâèíòýññåíöèåé), òî äàííûå Ïëàíêà íå äåìîíñòðèðóþò ôàêò åãî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå � äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîëÿ � ïàðàìåòð w äîëæåí
îòëè÷àòüñÿ îò −1, íî ïîêà åãî óñòàíîâëåííîå çíà÷åíèå ðàâíî w = −1.019± 0.080.

Ñðåäè äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ Âñåëåííîé èç äàííûõ CMB òàêæå îïðåäåëÿþò
ôîðìó Âñåëåííîé (òðåõìåðíàÿ ãèïåðñôåðà), íàëè÷èå àíèçîòðîïíîãî ðàñøèðåíèÿ (íå
îáíàðóæåíî), íàëè÷èå òîïîëîãè÷åñêèõ äåôåêòîâ (íà óðîâíå ÷óâñòâèòåëüíîñòè Planck
íå îáíàðóæåíî), còàáèëüíîñòü çàêîíîâ Ïðèðîäû.

Ïðîáëåìà è îáñóæäåíèå

Î âîçìîæíîé ïðîáëåìå â ïîíèìàíèè êîñìîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ çàãîâîðèëè ïîñëå
óòâåðæäåíèÿ â ðàáîòå Ðèñà è äð. [8], ÷òî äàííûå êîñìè÷åñêîé ìèññèè Planck ìîãóò
èìåòü ñìåùåííóþ îöåíêó ïàðàìåòðà Õàááëà, íàïðèìåð, èç-çà êàêîãî-íèáóäü ñèñòå-
ìàòè÷åñêîãî ñäâèãà, èëè äëÿ ëîêàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ (òî åñòü â íàñòîÿùóþ ýïîõó)
òðåáóåòñÿ ââåäåíèå íîâûõ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, ðàñïàäàþùèõñÿ ÷àñòèö òåìíîé ìà-
òåðèè. Îöåíêà Ðèñà äëÿ ïîñòîÿííîé Õàááëà: H0 = 73.8 ± 2.4 êì/c/Ìïê. Ýòà îöåíêà
îòëè÷àåòñÿ ïðèìåðíî íà 4 ñèãìà îò èçìåðåíèé ìèññèè Planck. Ñêàçàííîå äåìîíñòðè-
ðóåòñÿ íà Ðèñ.3.

Â îáùåì âèäå ïðîáëåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Ðåëèêòîâîå èçëó÷åíèå äàåò
íàèáîëåå òî÷íûå èçìåðåíèÿ ïîñòîÿííîé Õàááëà H0 � âåëè÷èíå ïàðàìåòðà Õàááëà
H(z) â íàñòîÿùèé ìîìåíò âðåìåíè, îïèñûâàþùåé ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé â öåëîì.
Èçìåðåíèÿ H0 ïî äàííûì ñâåðõíîâûõ òèïà Ia, âûáîðêà êîòîðûõ ñîáðàíà äëÿ Âñåëåí-
íîé íà êðàñíûõ ñìåùåíèÿõ z < 1.5 (t > 4.5 ìëðä.ëåò) ñ îñíîâíîé ìàññîé îáúåêòîâ ñ
z < 0.3, t > 10 ìëðä. ëåò), òàê êàê áîëåå äàëåêèå îáúåêòû íå óäàåòñÿ ðåãèñòðèðîâàòü â
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áîëüøèõ êîëè÷åñòâàõ, ïîêàçûâàþò, ÷òî ñêîðîñòü ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé ïîëó÷àåòñÿ
äðóãàÿ, â îòëè÷èå îò äàííûõ Planck.

Ðèñ. 4: Ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîñòðîåííûå äëÿ èçìåðåíèÿ äâóõ êîñìîëîãè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ: ïîñòîÿííîé Õàááëà H0 è ïëîòíîñòè âåùåñòâà â ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåí-
òàõ.

Ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå îáúÿñíåíèÿ ýòîé íåñòûêîâêè: îò çàìå÷àíèé â íåó÷åòå
ñèñòåìàòèêè â ýêñïåðèìåíòå Planck äî ñóùåñòâîâàíèÿ íîâîé ôèçèêè. Âîïðîñ î êðèòè-
÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå â äàííîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò. Îñîáåííîñòè ïðîâåäåíèÿ íàáëþ-
äåíèé è îáðàáîòêè äàííûõ â çàâåðøèâøåéñÿ êîñìè÷åñêîé ìèññèè Planck, à òàêæå
ñàìîñîãëàñîâàííîñòü äàííûõ ýòîãî îáçîðà ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ýòî è áûë
êðèòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò. Îáùåå êîëè÷åñòâî çíà÷èìûõ (íå çàâèñÿùèõ äðóã îò äðóãà)
íåîäíîðîäíîñòåé â êàðòå CMB îöåíèâàåòñÿ êàê 22500 � ïî ÷èñëó ñâÿçàííûõ ñ ðàçðå-
øåíèåì òåëåñêîïà ( 5') èçìåðåííûõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ (l ≤ 2500), â òî âðåìÿ
êàê êîëè÷åñòâî ñâåðõíîâûõ òèïà Ia N < 2000. Êàê âèäíî, âûáîðêè íåñîïîñòàâèìû.
Êðîìå òîãî, äàííûå BOSS ïî îïòè÷åñêîìó îáçîðó SDSS, ãäå âû÷èñëÿþòñÿ êîððåëÿöè-
îííûå ôóíêöèè è îáíàðóæèâàåòñÿ ïèê â ðàñïðåäåëåíèè íà ìàñøòàáàõ 120-150 Ìïê,
ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàþò ðåçóëüòàòû Planck.

Â ïðèíöèïå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è íîâóþ ôèçèêó äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðàñõîæäå-
íèÿ ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ âî âñåé Âñåëåííîé è åå ëîêàëüíîì îáúåìå. Çäåñü è ðàñïàä
÷àñòèö òåìíîé ìàòåðèè, ïðèâîäÿùåé ê èçìåíåíèþ îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè òåìíîé
ìàòåðèè â ëîêàëüíîì îáúåìå, è âîçìîæíûå íåðàâíîìåðíîñòè â ïðîñòðàíñòâåííîì
ðàñïðåäåëåíèè òåìíîé ýíåðãèè â íàñòîÿùóþ ýïîõó, è îñîáåííîñòè äâèæåíèÿ ìåñòíîé
ãðóïïû ãàëàêòèê íà ãðàíèöå ñêîïëåíèÿ è âîéäà, ÷òî ïðîñòî ìîæåò âíîñèòü ñèñòå-
ìàòèêó. Ìîæåò áûòü ñóùåñòâóåò ìíîãî ôàêòîðîâ îäíîâðåìåííî. Îäíàêî ïîíÿòíî,
÷òî çíà÷åíèÿ, èçìåðåííûå â ìèñèè Planck, áîëåå óñòîé÷èâû ê îøèáêàì, ÷åì îñòàëü-
íûå èçìåðåíèÿ. Â ñòàíäàðòíûå òåñòû ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå - �ñòàíäàðòíûé óãëîâîé
ñïåêòð ìîùíîñòè�, êîòîðûé îáúåäèíÿåò ðàçíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ôèçèêè
ïåðâè÷íûõ íåîäíîðîäíîñòåé è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðàêòè÷åñêè âñå ðàííèå è ñîâðåìåí-
íûå êîñìîëîãè÷åñêèå òåñòû. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ñïåêòðà ñîãëàñîâàíû ñ ýêñïåðèìåí-
òàìè, ïðîâåäåííûìè â äðóãèõ äèàïàçîíàõ äëèí âîëí.

Ïîäâîäÿ èòîã, ñêàæó, ÷òî òåêóùàÿ êîñìîëîãèÿ îáñóæäàåò óæå íå òèï êîñìîëîãè-
÷åcêîé ìîäåëè � LCDM, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðàêòè÷åñêè âñåì äðóãèì ýêñïåðè-
ìåíòàì, à òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Êà÷åñòâî èçìåðåíèé
ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ïîòåíöèàëüíî ñóùåñòâóþùóþ íîâóþ ôèçèêó. È ýòî âíóøàåò îï-
òèìèçì.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü óëüòðàçâóêîâîãî ñêàëüïåëÿ è àíàëèçèðóåòñÿ
âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà áëèçîñòü èçãèáíûõ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ê ðàáî÷åé ÷àñòîòå óñòðîéñòâà.

Design optimization of the ultrasonic scalpel based on the �nite
element 3D model
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A.N. Soloviev
Don State Technical University, Rostov-on-Don, Russia,
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Èñïîëüçîâàíèå óëüòðàçâóêîâûõ óñòðîéñòâ â ìåäèöèíå è ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäå-
íèÿ òêàíåé ïîä âîçäåéñòâèåì óëüòðàçâóêîâûõ ïðèáîðîâ ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé
èíòåðåñ è àêòèâíî èññëåäóåòñÿ íà ïðîòÿæåíèå ïîñëåäíèõ ëåò [1-5]. Â ðàáîòå [6] ðàñ-
ñìàòðèâàëîñü ñðàâíåíèå îñåñèììåòðè÷íîé è òðåõìåðíîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìîäå-
ëåé óëüòðàçâóêîâîãî ñêàëüïåëÿ. Äëÿ àíàëèçà èñïîëüçîâàëàñü áîëåå ïðîñòàÿ ñ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü. Àíàëèç îñåñèììåòðè÷íîé ìîäåëè
ñ çàùèòíûì êîæóõîì ïðîâîäèëñÿ â ðàáîòå [7]. Îäíàêî òàêàÿ ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò íå-
îñåñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü ïðè ðàáîòå óëüòðàçâóêîâîãî
ñêàëüïåëÿ è íåãàòèâíî âëèÿòü íà åãî õàðàêòåðèñòèêè. Ðàáî÷èì ðåæèìîì äëÿ èññëå-
äóåìîãî êëàññà óñòðîéñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò
çàäà÷à âûáîðà òàêîé ôîðìû ïðèáîðà, êîòîðàÿ ïîçâîëèò èçáåæàòü âîçíèêíîâåíèÿ èç-
ãèáíûõ êîëåáàíèé âáëèçè ðàáî÷åé ÷àñòîòû.

Ðàññìîòðèì òðåõìåðíóþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ìîäåëü. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñ
áðàíøåé, áëèçêàÿ ïî ôîðìå ê ðÿäó èñïîëüçóåìûõ â ìåäèöèíå èíñòðóìåíòîâ, íàïðè-
ìåð, â íîæíèöàõ äëÿ ýíäîñêîïè÷åñêèõ âìåøàòåëüñòâ. Íà ðèñ. 1à ïðåäñòàâëåíî ÊÝ-
ðàçáèåíèå ñêàëüïåëÿ è îáëàñòè, ìîäåëèðóþùåé âÿçêóþ ñðåäó, êîòîðàÿ èìèòèðóåò
ïîâåäåíèÿ òêàíåé ïîä âûñîêî÷àñòîòíûì âîçäåéñòâèåì. Áîëåå ìåëêàÿ ñåòêà èñïîëü-
çîâàëàñü äëÿ ðàçáèåíèÿ ÷àñòè ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùåé òâåðäîìó òåëó, áîëåå ãðóáàÿ
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Ðèñ. 1: Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü óñòðîéñòâà ñ ðàçáèåíèåì (ñëåâà) è îáëàñòü êîí-
òàêòà ïüåçîýëåìåíòà è ðàáî÷åãî òåëà (ñïðàâà).

� äëÿ àíàëèçà âÿçêîé æèäêîñòè. Ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé
ñåòêè àíàëîãè÷åí ìåòîäó, êîòîðûé áûë ïðèìåíåí â ðàáîòå [8].

Íà ðèñ. 1á èçîáðàæåíà ãåîìåòðèÿ îñíîâàíèÿ óñòðîéñòâà. Öèëèíäðè÷åñêèé ïüåçî-
ýëåìåíò ñîåäèíåíèå ñ ìåòàëëè÷åñêèì áëîêîì, ïåðåõîäÿùèì â òîíêèé öèëèíäð. Ôîð-
ìà ïåðåõîäíîé ÷àñòè óñòðîéñòâà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íàïðàâëÿþùåé êðèâîé. Â
ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà îïèñàíû â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.
Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå ôîðìû ïåðåõîäíîãî ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè äëÿ
ðàçíûõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà. Êðîìå ôîðìû ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå
òîëùèíà ïüåçîñëîÿ, òîëùèíà ñëåäóþùåãî çà íèì ìåòàëëè÷åñêîãî ñëîÿ è äëèíà ïå-
ðåõîäíîãî ýëåìåíòà. Â òàáëèöå 1 ïðèâîäÿòñÿ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ óïðàâ-
ëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè îïòèìèçàöèè ìîäåëè. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ èíòåðåñóþùåé ÷àñòè ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà áûë ïðîâåäåí ìîäàëüíûé
àíàëèç. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðàáî÷àÿ ìîäà ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé R1 è íàèáîëåå
áëèçêàÿ ê íåé èçãèáíàÿ ìîäà R2. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, ìàêñèìóì êîòîðîé îáåñïå÷èâàåò
îïòèìàëüíóþ ðàáîòó êîíñòðóêöèè îïðåäåëÿëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(hc, a, b, k) = |R1 −R2| = ∆F (1)

Ïîèñê îïòèìàëüíîé êîíôèãóðàöèè îñóùåñòâëÿëñÿ àâòîìàòèçèðîâàííûì ïåðåáî-
ðîì ïàðàìåòðîâ, òàê êàê èìåþùèåñÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå îïòèìèçàöèîííûå
èíñòðóìåíòû íå ïîääåðæèâàþò èñïîëüçîâàíèå íåñêîëüêèõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â êà-
÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè.

Ðèñ. 2: Ôîðìà îñíîâàíèÿ ïðè çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà êðèâîé k: -80 (à),
0 (á) è 80 (â)
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Òàáëèöà 1: Îáëàñòü îïòèìèçàöèè
Ïàðàìåòð Ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå
Ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå

k, óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð êðè-
âèçíû ïåðåõîäíèêà

-80 80

hc, Òîëùèíà êåðàìè÷åñêîãî
ñëîÿ, ì.

0,0025 0,01

a, Òîëùèíà ìåòàëëè÷åñêîãî
ñëîÿ ñëîÿ, ì.

0,0025 0,01

b, Òîëùèíà ìåòàëëè÷åñêîãî ïå-
ðåõîäíèêà, ì.

0,01 0,02

Ðèñ. 3: Ðàáî÷àÿ ìîäà (ñëåâà) è áëèæàéøàÿ ê íåé èçãèáíàÿ ìîäà

Â õîäå èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ íà ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ïðîäîëüíûõ è èçãèáíûé êîëåáàíèé áûëè ïðîâåäåíû ñåðèè
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò êîíñòðóêöèè ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Ðèñ. 4: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ , Ãö ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè:
ðàçìåðà ïåðåõîäíèêà (à), ôîðìû ïåðåõîäíèêà (á), òîëùèíû ñëîÿ ïüåçîêåðàìèêè (â),
òîëùèíû ñëîÿ ìåòàëëà ìåæäó ïåðåõîäíèêîì è ïüåçîêåðàìèêîé (ã)

Èçìåíåíèå ðàçìåðà ïåðåõîäíèêà â çàäàííîì äèàïàçîíå íå îêàçûâàåò îùóòèìîãî
âëèÿíèÿ íà öåëåâóþ ôóíêöèþ, ïðè ýòîì ôîðìà ïåðåõîäíèêà èìååò âàæíîå çíà÷åíèé
� íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàåò âîãíóòàÿ ôîðìà (ðèñ. 2â). Èçìåíåíèå òîëùèíû
ïüåçîàêòèâíîãî ñëîÿ òàêæå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ∆F : â çàäàííîì äèàïàçîíå îïòè-
ìàëüíûå çíà÷åíèÿ òîëùèíû êåðàìè÷åñêîãî ñëîÿ îêàçûâàþòñÿ â ïðåäåëàõ 6-7 ìì.
Âëèÿíèå ïàðàìåòðà a, îòâå÷àþùåãî çà òîëùèíó ìåòàëëè÷åñêîãî ñëîÿ ìåæäó ïåðå-
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õîäíèêîì è ïüåçîýëåìåíòîì íåçíà÷èòåëüíî, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ ïà-
ðàìåòðà b: ýëåìåíòû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ýòèìè ïàðàìåòðàìè, ôîðìèðóþò åäèíûé
áëîê.

Ïðåäëîæåííûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü òðåõìåðíóþ ãåîìåòðèþ õèðóð-
ãè÷åñêèõ óëüòðàçâóêîâûõ ïðèáîðîâ è ïîäáèðàòü ôîðìó, ìèíèìèçèðóþùóþ âëèÿíèå
èçãèáíûõ ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé íà ðàáî÷èå ðåæèìû ïðèáîðîâ. Ïðîâåäåííûå ÷èñ-
ëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî îòäåëüíûå ïàðàìåòðû èìåþò áîëüøåå âëèÿíèå
íà óäàëåííîñòü èçãèáíûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò îò èññëåäóåìîé ïðîäîëüíîé ðåçîíàíñ-
íîé ÷àñòîòû, à èìåííî òîëùèíà ïüåçîàêòèâíîãî ñëîÿ è ôîðìà íàïðàâëÿþùåé êðèâîé
öèëèíäðà-ïåðåõîäíèêà ìåæäó ïüåçîýëåìåíòîì è ðàáî÷èì òåëîì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêè ãðàíòà ÐÔÔÈ � 17-08-00860 À.
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ÁÁÊ 22.17
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Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðàáîòêè äàííûõ ïîòîêà
èíòåðíåò-ìåìîâ
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Àííîòàöèÿ. Îáðàáîòêà è àíàëèç äàííûõ ïîòîêà èíòåðíåò-
ìåìîâ � ýòî ñîâîêóïíîñòü ìåòîäîâ, íàïðàâëåííûõ íà ðåøåíèå
òàêèõ çàäà÷, êàê èçâëå÷åíèå è àíàëèç òåêñòà èç èçîáðàæåíèÿ,
êëàññèôèêàöèÿ òåêñòà, èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìåòðèê ñåòè äëÿ
êîððåêòèðîâêè êëàññèôèêàöèè, ñáîð ðàçëè÷íûõ ìåòðèê äëÿ ñîçäà-
íèÿ ïðîãíîçèðóþùåé ñèñòåìû.

Intellectualization of data processing �ow of internet memes

M.S. Germanchuk, M.G. Kozlova, V.A. Lukianenko
V. I. Vernadsky Crimean Federal University, Simferopol, Russia

Òàê êàê èíòåðíåò-ìåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçîáðàæåíèå, ñîäåðæàùåå îáðàç è òåêñò,
òî ñòàâèëàñü çàäà÷à ðàçðàáîòêè ñèñòåìû ðàñïîçíàâàíèÿ (OCR), êîòîðàÿ îáíàðóæè-
âàåò òåêñò â çàøóìëåííîì èçîáðàæåíèè è èçâëåêàåò åãî. Ïðè ýòîì äëÿ èçâëå÷åíèÿ
òåêñòà èç èíòåðíåò-ìåìà OCR äîëæíà: 1) íàõîäèòü òåêñò; 2) äåëàòü ïðåäîáðàáîòêó
èçîáðàæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî òåêñò; 3) ðàñïîçíàâàòü òåêñò.
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Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòà èñïîëüçîâàëàñü áèáëèîòåêà Tesseract, ðàçðàáîòàííàÿ
êîìïàíèåé HP [3, 4] íà îñíîâå íåéðîííîé ñåòè LSTM äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòà. Îä-
íàêî, â ðåçóëüòàòå òåñòèðîâàíèÿ îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ
ðàñïîçíàâàíèÿ íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî óëó÷øèòü êà÷åñòâî èçîáðàæåíèÿ, ïåðåäà-
âàåìîãî Tesseract. Îáðàáîòêà èçîáðàæåíèÿ îñóùåñòâëÿëàñü â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ïåð-
âûé � ýòî àíàëèç êîíòóðîâ. Ïðîâåðêà âëîæåííîñòè êîíòóðîâ è ïîèñê äî÷åðíèõ êîí-
òóðîâ ïîçâîëÿåò îáíàðóæèâàòü è ðàñïîçíàâàòü êàê ÷åðíûé òåêñò íà áåëîì ôîíå, òàê
è íàîáîðîò. Êîíòóðû îáúåäèíÿþòñÿ â ñòðîêè, à ñòðîêè � â òåêñò. Òåêñòîâûå ñòðîêè
ðàçáèâàþòñÿ íà ñëîâà â çàâèñèìîñòè îò ìåæñòðî÷íîãî èíòåðâàëà. Âòîðîé ýòàï âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ ïðîöåññ ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòà. Äëÿ ýòîãî ðàñïîçíàåòñÿ êàæäîå ñëîâî ïî
î÷åðåäè. Ñëîâî, êîòîðîå áûëî ðàñïîçíàíî êëàññèôèêàòîðîì ñ áîëüøèì óðîâíåì óâå-
ðåííîñòè, ïåðåäà¼òñÿ àäàïòèâíîìó êëàññèôèêàòîðó â êà÷åñòâå îáó÷àþùèõ äàííûõ.
Ïîñëå ÷åãî àäàïòèâíûé êëàññèôèêàòîð ïîëó÷àåò âîçìîæíîñòü ðàñïîçíàòü îñòàëüíîé
òåêñò áîëåå òî÷íî.

Îäíàêî â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè ñòàëî î÷åâèäíûì, ÷òî ñ ïîìîùüþ Tesseract íå
âñåãäà ìîæíî âûäåëèòü òåêñò, êîòîðûé íàëîæåí ïîâåðõ èçîáðàæåíèÿ è ïîêàçûâàåò
íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïðè êëàññèôèêàöèè íåáîëüøèõ ôðàç èëè ñëîâîñî-
÷åòàíèè, õàðàêòåðíûõ äëÿ èíòåðíåò-ìåìà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü
â ðàçðàáîòêå ñîáñòâåííîé ñïåöèàëèçèðîâàííîé OCR.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà òåêñòà íà èçîáðàæåíèè âûáðàí àëãîðèòì EAST (An
E�cientand AccurateScene Text Detector) [5], èñïîëüçóþùèé ïîëíîñâÿçíóþ ñâåðòî÷-
íóþ íåéðîííóþ ñåòü, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ðåøåíèÿ, îñíîâûâàÿñü íà óðîâíå ñëîâ è
ñòðîê. Àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ âûñîêîé òî÷íîñòüþ è íåáîëüøèì âðåìåíåì ðàáîòû.
Êëþ÷åâûì êîìïîíåíòîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ íåéðîííàÿ ñåòü, êîòîðàÿ îáó÷åíà íåïî-
ñðåäñòâåííîìó ïðîãíîçèðîâàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ òåêñòîâûõ ýêçåìïëÿðîâ è èõ ãåîìåò-
ðèè â èñõîäíûõ èçîáðàæåíèÿõ. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîñâÿçíóþ ñâåðòî÷-
íóþ íåéðîííóþ ñåòü, àäàïòèðîâàííóþ äëÿ îáíàðóæåíèÿ òåêñòà, êîòîðàÿ âûâîäèò äëÿ
êàæäîãî ïèêñåëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ñëîâ èëè òåêñòîâûõ ñòðîê. Ýòî èñêëþ÷àåò ïðîìåæó-
òî÷íûå ýòàïû, òàêèå êàê ïðåäëîæåíèå êàíäèäàòà, ôîðìèðîâàíèå òåêñòîâîé îáëàñòè
è ðàçáèåíèå ñëîâ. Ýòàïû ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè âêëþ÷àþò òîëüêî ïîðîãîâîå çíà-
÷åíèå è ïîðîã äëÿ ïðîãíîçèðóåìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð.

Íà ýòàïå ïðåäîáðàáîòêè èçîáðàæåíèé, áîëüøóþ ÷àñòü êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò òåêñò,
íåîáõîäèìî âûäåëèòü òîëüêî òåêñò è èçáàâèòüñÿ îò øóìîâ. Ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ òîò
ôàêò, ÷òî öâåò òåêñòà íåèçâåñòåí è òåêñò ìîæåò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî îòòåíêîâ îäíî-
ãî öâåòà. Ïðåäîáðàáîòêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ êëàñòåðèçàöèþ èçîáðàæåíèé, ïîñòðîåíèå
ìàñêè, îòäåëÿþùåé òåêñò îò âñåãî îñòàëüíîãî ôîíà è îïðåäåëåíèå öâåòà ôîíà.

Â êà÷åñòâå àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè ñèìâîëîâ âûñòóïàåò ñâ¼ðòî÷íàÿ íåéðîííàÿ
ñåòü (CNN), êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ãëóáèííûõ íåéðîííûõ ñåòåé, íàèáîëåå
÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ äëÿ àíàëèçà âèçóàëüíûõ îáðàçîâ. CNN-ñåòè ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðè-
çîâàííûìè âåðñèÿìè ìíîãîñëîéíûõ ïåðñåïòðîíîâ. Ìíîãîñëîéíûå ïåðñåïòðîíû îáû÷-
íî îòíîñÿòñÿ ê ïîëíîñâÿçíûì ñåòÿì, òî åñòü êàæäûé íåéðîí â îäíîì ñëîå ñâÿçàí ñî
âñåìè íåéðîíàìè â ñëåäóþùåì ñëîå. ¾Ïîëíàÿ ñâÿçíîñòü¿ ýòèõ ñåòåé äåëàåò èõ ñêëîí-
íûìè ê ïåðåãðóçêå äàííûõ. Òèïè÷íûå ñïîñîáû ðåãóëÿðèçàöèè âêëþ÷àþò äîáàâëåíèå
íåêîòîðîé ôîðìû èçìåðåíèÿ âåñîâ ê ôóíêöèè ïîòåðü. Îäíàêî CNN èñïîëüçóþò äðó-
ãîé ïîäõîä ê ðåãóëÿðèçàöèè: îíè èñïîëüçóþò ïðåèìóùåñòâà èåðàðõè÷åñêîãî øàáëîíà
â äàííûõ è ñîáèðàþò áîëåå ñëîæíûå øàáëîíû, èñïîëüçóÿ ìåíüøèå è áîëåå ïðîñòûå
øàáëîíû. Òàêèì îáðàçîì, ïî øêàëå ñâÿçàííîñòè è ñëîæíîñòè CNN íàõîäÿòñÿ íà
áîëåå íèçêîì óðîâíå. Ñåòü ìîæåò óñïåøíî çàõâàòûâàòü ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåí-
íûå çàâèñèìîñòè â èçîáðàæåíèè ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèëüòðîâ. Àðõèòåêòó-
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ðà ñâåðòî÷íîé íåéðîííîé ñåòè îáåñïå÷èâàåò ëó÷øåå ñîãëàñîâàíèå ñ íàáîðîì äàííûõ
èçîáðàæåíèÿ áëàãîäàðÿ óìåíüøåíèþ êîëè÷åñòâà çàäåéñòâîâàííûõ ïàðàìåòðîâ è âîç-
ìîæíîñòè ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ âåñîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñåòü ìîæíî íàó÷èòü
ëó÷øå ïîíèìàòü ñëîæíûå èçîáðàæåíèÿ [2].

Âõîäíûå äàííûå � ýòî èçîáðàæåíèå â öâåòîâîé ìîäåëè RGB, ðàçäåëåííîå òðå-
ìÿ öâåòîâûìè ïëîñêîñòÿìè � êðàñíûì, çåëåíûì è ñèíèì. Ðîëü CNN ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü èçîáðàæåíèÿ â ôîðìó, êîòîðóþ ëåã÷å îáðàáàòûâàòü, íå òåðÿÿ
ïðè ýòîì ïðèçíàêîâ, êîòîðûå èìåþò ðåøàþùåå çíà÷åíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ õîðîøåãî
ïðîãíîçà. Â êà÷åñòâå äàííûõ èñïîëüçîâàëàñü îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, êîòîðàÿ âêëþ÷à-
ëà â ñåáÿ 59567 îáúåêòîâ, ðàçáèòûõ íà 37 êëàññîâ: 33 áóêâû âåðõíåãî ðåãèñòðà è
4 áóêâû íèæíåãî ðåãèñòðà � à, á, å, ¼. Äëÿ ñîçäàíèÿ âûáîðêè èñïîëüçîâàëèñü 1814
øðèôòîâ. Âûáîðêà ðàçäåëåíà íà òðåíèðîâî÷íóþ, ñîäåðæàùóþ 47653 îáúåêòà è òå-
ñòîâóþ, ñîäåðæàùóþ 11914 îáúåêòîâ. Ðåàëèçàöèè íåéðîííîé ñåòè ïðîâîäèëàñü íà
Python'å ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè Keras. Ìîäåëü ñâåðòî÷íîé íåéðîííîé ñåòè
äëÿ êëàññèôèêàöèè áóêâ áûëà îáó÷åíà íà 30 ýïîõàõ è ïîêàçàëà êà÷åñòâî � 98.8 % íà
òðåíèðîâî÷íûõ äàííûõ.

Íà ýòàïå ðàñïîçíàâàíèÿ ëèíèé è îáúåäèíåíèÿ ðàñïîçíàííûõ áóêâ â ñëîâà äëÿ
âûäåëåííûõ êîíòóðîâ íàéäåíû öåíòðû ìàññ, ïîñëå ÷åãî ïîñòðîåíû îñíîâíûå ñòðîêè
êîòîðûå ñîñòàâëÿþò òåêñò. Åñëè âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ òî÷êà ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî âûøå
è íèæå ëèíèè òåêñòà, òî äàííûé êîíòóð òîæå ëåæèò íà äàííîé ëèíèè. Åñëè ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó êîíòóðàìè áîëüøå ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ óìíîæåííîãî íà îïðåäåë¼ííûé
êîýôôèöèåíò, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ìåæäó êîíòóðàìè íàõîäèòñÿ ïðîáåë. Ýòî ïîçâîëÿ-
åò íå òîëüêî îïðåäåëÿòü ïðàâèëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàáîòêè ñèìâîëîâ, íî è
èçáàâëÿåò îò øóìîâ, êîòîðûå ìîãëè îñòàòüñÿ ïîñëå îáðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ. Äàëåå,
îñíîâûâàÿñü íà èíòåðâàëàõ ìåæäó áóêâàìè, êîíòóðà îáúåäèíÿþòñÿ â ñëîâà.

Ðàçðàáîòàííàÿ OCR õîðîøî âûäåëÿåò òåêñò è êëàññèôèöèðóåò íåáîëüøèå ñëî-
âà, îäíàêî â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè âîçíèêëè ïðîáëåìû ïðè êëàññèôèêàöèè áîëüøèõ
îáúåìîâ òåêñòà. Ïîýòîìó ôèíàëüíàÿ âåðñèÿ ïðîãðàììû ïî èçâëå÷åíèþ òåêñòà èç
èçîáðàæåíèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå àëãîðèòì EAST âûäåëÿåò
òåêñòîâûå áëîêè. Åñëè òàêîâûõ ìíîãî, è îíè îáðàçóþò áîëüøóþ ãðóïïó, òî äëÿ èõ
ðàñïîçíàâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ Tesseract. Åñëè òåêñòîâûõ áëîêîâ íåìíîãî, òî èñïîëüçó-
åòñÿ îïèñàííûé ïîäõîä ïî èçâëå÷åíèþ òåêñòà.

Ðèñ. 1. Îñíîâíûå øàãè àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ òåêñòà

Äëÿ àíàëèçà ñðåäû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíòåðíåò-ìåìîâ âûáðàíà ñîöèàëüíàÿ ñåòü
¾ÂÊîíòàêòå¿. Îáúåêòàìè êëàññèôèêàöèè âûñòóïàþò çàïèñè, êîòîðûå ñîäåðæàò òåêñò,
ïðèëîæåíèå â âèäå èíòåðíåò-ìåìà è êîììåíòàðèè. Îáúåêòû äàííîé ñðåäû ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ êëàññèôèöèðîâàëèñü êàê ïîëèòè÷åñêèå èëè íåïîëèòè÷åñêèå. Êëàññ îáú-
åêòà îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì òåêñòà çàïèñè, òåêñòà èíòåðíåò-ìåìà è òåêñòîì êîììåíòà-
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ðèåâ. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êëàññèôèêàòîð, ñïîñîáíûé îïðåäåëèòü,
îòíîñèòñÿ ëè òåêñò ê ïîëèòè÷åñêîìó êëàññó èëè íåò.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîáðàíà âûáîðêà, ñîñòîÿùàÿ èç 63 ïîëèòè÷åñêèõ ìåìîâ
è 44 íåïîëèòè÷åñêèõ. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ îáúåêòîâ èñïîëüçîâàëñÿ òåêñò êîì-
ìåíòàðèåâ èç ñîöèàëüíîé ñåòè ¾ÂÊîíòàêòå¿, ñîäåðæàùèé êàê ïîëèòè÷åñêèé, òàê è
íåïîëèòè÷åñêèé êîíòåíò. Â îáùåé ñëîæíîñòè äëÿ îáó÷åíèÿ èñïîëüçîâàëîñü 168 ïðåä-
ëîæåíèé. Äëÿ âàëèäàöèè ñôîðìèðîâàíà âûáîðêà, ñîñòîÿùàÿ èç 11 ïîëèòè÷åñêèõ è 7
íå ïîëèòè÷åñêèõ ìåìîâ. Ïåðåä îáó÷åíèåì êëàññèôèêàòîðà äàííûå áûëè íîðìèðîâà-
íû àëãîðèòìîì ñòåììèíãà è ïðåîáðàçîâàíû â âåêòîðíûé âèä.

Ó÷èòûâàÿ íåáîëüøîé ðàçìåð òðåíèðîâî÷íûõ äàííûõ â êà÷åñòâå àëãîðèòìà êëàñ-
ñèôèêàöèè âûáðàí ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ [1].

Äëÿ îáîèõ êëàññîâ áûëè ïîñòðîåíû îáëàêà ñëîâ (ðèñ. 2, 3), èç êîòîðûõ ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî ê êëàññó ¾ïîëèòè÷åñêèå ìåìû¿ îòíîñèëèñü èçîáðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå
íàçâàíèÿ ñòðàí, ðåãèîíîâ, èìåíà ïîëèòè÷åñêèõ ëèäåðîâ. Êëàññ ¾íåïîëèòè÷åñêèå ìå-
ìû¿ íå îáëàäàë ÷åòêî âûäåëÿþùåéñÿ ãðóïïîé ñëîâ, òàê êàê îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó
êëàññó ïðåäëîæåíèÿ èìåëè ðàçíóþ òåìàòèêó.

Íà òåñòîâîé âûáîðêå êëàññèôèêàòîð ïîêàçàë òî÷íîñòü â 81.25 %. Ïî ìåðå óâåëè-
÷åíèÿ òðåíèðîâî÷íûõ äàííûõ áóäåò ðàñòè è òî÷íîñòü êëàññèôèêàòîðà.

Ðèñ. 2. Îáëàêî ñëîâ îáúåêòîâ íåïîëè-
òè÷åñêîãî êëàññà

Ðèñ. 3. Îáëàêî ñëîâ îáúåêòîâ ïîëèòè-
÷åñêîãî êëàññà

Äëÿ àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûëè âûáðàíû 5 ãðóïï â ñîöèàëüíîé ñå-
òè ¾ÂÊîíòàêòå¿. Ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîãî èíñòðóìåíòàðèÿ óäàëîñü èçâëå÷ü 43
ïîëèòè÷åñêèõ ìåìà. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñïèñêà ïîëèòè÷åñêèõ ìåìîâ áûëè âûäåëåíû
ñïèñêè ó÷àñòíèêîâ, êîòîðûå ¾îöåíèëè¿ âûáðàííóþ çàïèñü. Ê ïîëó÷åííûì äàííûì
ïðèìåíåí àëãîðèòì k -ñðåäíèõ [1], ñ öåëüþ îáúåäèíåíèÿ ó÷àñòíèêîâ ñ îäèíàêîâîé
ïîëèòè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå âûäåëåíèÿ
òåêñòà èç èçîáðàæåíèé, êëàññèôèêàöèè òåêñòà è êëàñòåðèçàöèè äàííûõ. Ïðîâåäåí
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè òåêñòà è èçîáðàæå-
íèé. Ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû âûäåëåíèÿ òåêñòà èç èçîáðàæåíèÿ è èõ âèçóàëèçàöèÿ:
íàõîæäåíèÿ òåêñòà ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà EAST; ãðóïïèðîâêà èçîáðàæåíèé ñ òåê-
ñòîì; ïðåäîáðàáîòêà èçîáðàæåíèé ñ òåêñòîì; âûäåëåíèå ëèíèé òåêñòà íà èçîáðàæå-
íèÿõ; èçâëå÷åíèå êîíòóðîâ áóêâ; êëàññèôèêàöèÿ áóêâ; îáúåäèíåíèå áóêâ â òåêñò.

Ðàçðàáîòàíà ñèñòåìà îáðàáîòêè è àíàëèçà ïîòîêà èíòåðíåò-ìåìîâ.
Ê ñóùåñòâóþùèì íåäîñòàòêàì ñëåäóåò îòíåñòè, ÷òî ìîäåëü ïîêàçàëà òîëüêî 85 %

òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ, îòíîñèòñÿ ëè çàïèñü ê ïîëèòè÷åñêèì ìåìàì èëè íåò. Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ íåáîëüøèì íàáîðîì òðåíèðîâî÷íûõ äàííûõ, îòñóòñòâèåì êëàññèôèêàöèè îá-
ðàçîâ èçîáðàæåíèÿ, îøèáêàìè ïðè èçâëå÷åíèè òåêñòà èç èçîáðàæåíèé. Â äàëüíåéøåé
ðàçðàáîòêå, èñïîëüçóÿ ìåòðèêè ñåòè, ïëàíèðóåòñÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ, ñïîñîáíûõ
ïðåäñêàçûâàòü, áóäåò ëè ìåì ïîïóëÿðíûì èëè íåò.
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Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîðîóïðóãèõ äâóõêîìïîíåíòíûõ
êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ íà íàíîóðîâíå èñïîëüçîâàí ïîäõîä, îñíî-
âàííûé íà òåîðèè ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé è íà êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ
òåõíîëîãèÿõ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ è ðåøåíèÿ
êðàåâûõ çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ áûëà îñó-
ùåñòâëåíà â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì êîìïëåêñå ANSYS ñ èñïîëüçîâà-
íèåì òåðìîïîðîóïðóãîé àíàëîãèè è ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàìì, íàïè-
ñàííûõ íà êîìàíäíîì ÿçûêå APDL ANSYS. Íàíîðàçìåðíîñòü âêëþ-
÷åíèé ó÷èòûâàëàñü ïî òåîðèè ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ Ãóðòèíà-
Ìóðäîõà.

Finite element solution of homogenization problems for
nanostructured poroelastic composite materials with surface

e�ects
S.A. Danilchenko, A.V. Nasedkin, A.A. Nasedkinà
Southern Federal University, Rostov on Don, Russia

Ââåäåíèå. Äëÿ îïèñàíèÿ ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ íà íàíîóðîâíå â ïîñëåäíåå âðåìÿ
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé Ãóðòèíà-Ìóðäîõà (Gurtin�
Murdoch). Ýòà ìîäåëü â ðÿäå ðàáîò áûëà èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ òåðìî-
óïðóãèõ êîìïîçèòîâ ñ íàíîðàçìåðíûìè âêëþ÷åíèÿìè èëè ïîðàìè. Íàïðèìåð, â [1,
2, 6] èññëåäîâàëèñü òåðìîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ ñî ñôåðè÷åñêèìè íà-
íîâêëþ÷åíèÿìè èëè íàíîïîðàìè è âîëîêíèñòûå íàíîêîìïîçèòû â ðàìêàõ òåîðèè
òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé ñ ïîâåðõíîñòíûìè èëè èíòåðôåéñíûìè ýôôåêòàìè.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòîâ ñ íåñîâåðøåí-
íûìè èíòåðôåéñíûìè ãðàíèöàìè èçâåñòíà ìîäåëü ñèëüíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, àíàëî-
ãè÷íàÿ ìîäåëè Ãóðòèíà-Ìóðäîõà äëÿ óïðóãèõ ïîëåé. Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû
òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ìèêðî- è íàíîêîìïîçèòîà ñ íåñîâåðøåííûìè èíòåðôåéñíûìè
ãðàíèöàìè èññëåäîâàëèñü â [5, 7] è äð. ðàáîòàõ.

Íàíîñòðóêòóðèðîâàííûå ïîðîóïðóãèå êîìïîçèòû èçó÷åíû â ìåíüøåé ñòåïåíè [10].
Îäíàêî, â ñèëó èçâåñòíîé òåðìîïîðîóïðóãîé àíàëîãèè ïîðîóïðóãèå êîìïîçèòíûå ìà-
òåðèàëû ìîãóò èññëåäîâàòüñÿ â ðàìêàõ òåõ æå ïîäõîäîâ, ÷òî è äëÿ òåðìîóïðóãèõ
êîìïîçèòîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíèçîòðîïíûå ïîðîóïðóãèå ìà-
òåðèàëû ñ íàíîâêëþ÷åíèÿìè èëè ñ íàíîïîðàìè ïî ìåòîäèêå, îïèñàííîé â [8] äëÿ
òåðìîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ. Äëÿ ó÷åòà íàíîðàçìåðíîñòè íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ìàòåðè-
àëîâ ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè èñïîëüçîâàíû ìîäåëü ïîâåðõíîñòíûõ èíòåðôåéñíûõ
íàïðÿæåíèé è ìîäåëü èíòåðôåéñíîé ôèëüòðàöèè.

1. Îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé äâóõêîìïîíåíòíûõ ïîðîóïðóãèõ
íàíîêîìïîçèòîâ ïî ìåòîäàì ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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Ïóñòü V � ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì äâóõêîìïîíåíòíîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ñ
íàíîðàçìåðíûìè âêëþ÷åíèÿìè èëè ïîðàìè, V = V (1)∪V (2), V (1) � îáúåì, çàíèìàåìûé
îñíîâíûì ïåðâûì ìàòåðèàëîì (ìàòðèöåé), V (2) � ñîâîêóïíîñòü îáúåìîâ, çàíèìàåìûõ
âòîðûì ìàòåðèàëîì (âêëþ÷åíèÿìè èëè ïîðàìè), S = ∂V � âíåøíÿÿ ãðàíèöà ïðåäñòà-
âèòåëüíîãî îáúåìà V , Si � ñîâîêóïíîñòü èíòåðôåéñíûõ ãðàíèö ðàçäåëà ìåæäó äâóìÿ
ìàòåðèàëàìè (Si = ∂V (1)∩∂V (2)), n � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè, âíåøíåé ïî
îòíîøåíèþ ê V (1), ò.å. ê îáúåìó, çàíèìàåìûì ìàòåðèàëîì ìàòðèöû, x = {x1, x2, x3}
� ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
îáúåìû V (1) è V (2) çàïîëíåíû ðàçëè÷íûìè àíèçîòðîïíûìè ïîðîóïðóãèìè ìàòåðèà-
ëàìè. Òîãäà â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè Áèî
èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â îáúåìå V

∇ · σ = 0, σ = c : ε− b p, ε = (∇u + (∇u)∗)/2 , (1)

∇ · vf = 0, vf = −kf · ∇p , (2)

ãäå σ, ε � òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, ñîîòâåòñòâåííî; u �
âåêòîð ïåðåìåùåíèé; p � ïîðîâîå äàâëåíèå; c � òåíçîð ìîäóëåé óïðóãèõ æåñòêîñòåé
÷åòâåðòîãî ðàíãà; b � òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçàííîñòè Áèî âòîðîãî ðàíãà; vf �
âåêòîð ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè; kf = Kf/(ρfg); Kf � òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ ôèëüòðà-
öèè; ρf � ïëîòíîñòü æèäêîñòè; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; c = c(m), b = b(m),
kf = k

(m)
f , x ∈ Ω(m), m = 1, 2, è ò.ä.

Â ñîîòâåòñòâèå ñ ìîäåëüþ Ãóðòèíà-Ìóðäîõà ïðèìåì, ÷òî íà íàíîðàçìåðíûõ èí-
òåðôåéñíûõ ãðàíèöàõ Si âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

n · [σ] = ∇i · σi, x ∈ Si , (3)

ãäå [σ] = σ(1) − σ(2); ∇i � ïîâåðõíîñòíûé íàáëà-îïåðàòîð; ∇i = ∇ − n(∂/∂r), r �
êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ âäîëü íîðìàëè ê Si; σi � òåíçîð ïîâåðõíîñòíûõ (èí-
òåðôåéñíûõ) íàïðÿæåíèé âòîðîãî ðàíãà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåíçîð σi ñâÿçàí ñ
ïåðåìåùåíèÿìè u è ïîðîâûì äàâëåíèåì p ñèñòåìîé óðàâíåíèé

σi = ci : εi − bi p, εi = (∇iui + (∇iui)∗)/2, , ui = A · u, A = I− nn∗ , (4)

ãäå εi � òåíçîð ïîâåðõíîñòíûõ (èíòåðôåéñíûõ) äåôîðìàöèé âòîðîãî ðàíãà; ci � òåí-
çîð ïîâåðõíîñòíûõ (èíòåðôåéñíûõ) óïðóãèõ ìîäóëåé ÷åòâåðòîãî ðàíãà; bi � òåíçîð
ïîâåðõíîñòíûõ (èíòåðôåéñíûõ) êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçàííîñòè Áèî âòîðîãî ðàíãà.

Àíàëîãè÷íî (3), äëÿ íàíîðàçìåðíûõ èíòåðôåéñíûõ ãðàíèö Si ïðèìåì óñëîâèå

n · [vf ] = ∇i · vif , vif = −kif · ∇ip, x ∈ Si , (5)

ãäå vif � âåêòîð ñêîðîñòè èíòåðôåéñíîé ôèëüòðàöèè; kif = Ki
f/(ρfg); Ki

f � òåíçîð
êîýôôèöèåíòîâ ïîâåðõíîñòíîé (èíòåðôåéñíîé) ôèëüòðàöèè.

Ñîãëàñíî ìåòîäó ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
æåñòêîñòíûõ è ôèëüòðàöèîííûõ ñâîéñòâ ïîðîóïðóãîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà áó-
äåì ðåøàòü çàäà÷ó (1)�(5) ñî ñïåöèàëüíûìè ãëàâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà
âíåøíåé ïîâåðõíîñòè S ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà V , äîïóñêàþùèìè äëÿ îäíîðîä-
íîé ñðåäû ñðàâíåíèÿ ïîñòîÿííûå ïîëÿ íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé, ïîðîâîãî äàâëåíèÿ
äëÿ óðàâíåíèé (1), (3), (4) èëè ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè äëÿ óðàâíåíèé (2), (5). Äàëåå,
èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ñðåäíèõ íàïðÿæåíèé èëè ñêîðîñòåé ôèëüòðàöèè äëÿ íåîäíî-
ðîäíîé è äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ñðàâíåíèÿ áóäåì îïðåäåëÿòü ýôôåêòèâíûå ìîäóëè
êîìïîçèòíîãî ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû

Êàê ìîæíî ïîêàçàòü, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãèõ æåñòêîñòåé
c eff
ijkl íóæíî ðåøàòü çàäà÷è (1), (3), (4) ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u = ε0(xkel + xlek)/2, p = 0, x ∈ S ⇒ c eff
ijkl = 〈σij〉/ε0 , (6)

ãäå ε0 = const; k, l = 1, 2, 3 � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, à ñðåäíèå âåëè÷èíû ïðè íàëè÷èè
èíòåðôåéñíûõ ïîâåðõíîñòíûõ ýôôôåêòîâ âû÷èñëÿþòñÿ êàê ïî îáúåìó V , òàê è ïî
èíòåðôåéñíûì ãðàíèöàì Si:

〈(...)〉 =
1

|V |

(∫
V

(...) dV +

∫
Si

(...)i dS
)
. (7)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçàííîñòè Áèî b eff
ij íóæíî ðå-

øèòü çàäà÷ó (1), (3), (4) ñ äðóãèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (p0 = const):

u = 0, p = p0 6= 0, x ∈ S ⇒ b eff
ij = −〈σij〉/θ0 . (8)

Îòìåòèì, ÷òî â êðàåâûõ çàäà÷àõ (1), (3), (4) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (6) èëè (8)
ïîëÿ ïîðîâîãî äàâëåíèÿ èçâåñòíû è ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè: p = 0 � äëÿ óñëîâèÿ (6);
p = p0 � äëÿ óñëîâèÿ (8).

Íàêîíåö, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ôèëüòðàöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ k eff
fil

íàäî íàéòè ñðåäíèå ïî îáúåìó è ïî èíòåðôåéñíûì ãðàíèöàì ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè
èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (5) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ëèíåéíîãî ïîðîâîãî äàâëåíèÿ íà
âíåøíåé ïîâåðõíîñòè

p = xlG0, x ∈ S ⇒ k eff
fil = −〈vfi〉/G0 , (9)

ãäå G0 = const; l = 1, 2, 3 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâ-

íûõ ìîäóëåé íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ ïîðîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ îòëè÷àþòñÿ îò çàäà÷
ãîìîãåíèçàöèè ïîðîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ ñ âêëþ÷åíèÿìè èëè ïîðàìè îáû÷íûõ ðàç-
ìåðîâ íàëè÷èåì èíòåðôåéñíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3)�(5), ïðèíèìàåìûõ äëÿ ó÷åòà
íàíîðàçìåðíîñòè â ìîäåëè Ãóðòèíà-Ìóðäîõà ïîâåðõíîñòíûõ èíòåðôåéñíûõ íàïðÿ-
æåíèé è â ìîäåëè èíòåðôåéñíîé ôèëüòðàöèè.

Äëÿ ÷èñëåííîãî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (1), (3), (4) ñ (6)
èëè (8) è (2), (5), (9), êàê îáû÷íî, ñëåäóåò ïåðåéòè ê ñëàáûì ïîñòàíîâêàì, ïðèìåíÿÿ
ñòàíäàðòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ óìíîæåíèåì ïîëåâûõ óðàâíåíèé íà ïðî-
åêöèîííûå ôóíêöèè, èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ïî îáúåìó è èñïîëüçî-
âàíèåì òåîðåì î äèâåðãåíöèè ñ ó÷åòîì èíòåðôåéñíûõ ýôôåêòîâ. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè
ïîëó÷åííûõ ñëàáûõ ïîñòàíîâîê ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèè ñ êëàññè÷åñêè-
ìè ëàãðàíæåâûìè èëè ñåðåíäèïîâûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé è ïîðîâîãî äàâëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñòðóêòóðû èíòåð-
ôåéñíûõ ìåõàíè÷åñêèõ è ôèëüòðàöèîííûõ ïîëåé (3)�(5) â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòíûõ
ýëåìåíòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîëî÷å÷íûå ýëåìåíòû ñ îïöèÿìè ìåìáðàííûõ íà-
ïðÿæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ÿâëÿþòñÿ òîëüêî óçëîâûå ïåðåìåùåíèÿ,
à òàêæå ôèëüòðàöèîííûå îáîëî÷å÷íûå ýëåìåíòû. Äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ ìîæíî âçÿòü
ôèêòèâíóþ åäèíè÷íóþ òîëùèíó òàê, ÷òîáû ïîâåðõíîñòíûå ìîäóëè íà èíòåðôåéñå Si

èç (4), (5) îïðåäåëÿëèñü ÷åðåç ïðîèçâåäåíèÿ ñïåöèàëüíî çàäàííûõ îáúåìíûõ ìîäó-
ëåé è òîëùèíû îáîëî÷êè. Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì ìîæíî çàäàâàòü â áåçðàçìåðíîì
âèäå, ïðè÷åì ìèíèìàëüíóþ ñòîðîíó îòäåëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ïðèíÿòü ðàâíîé
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1. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì
ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì ìèíèìàëüíîìó ðàçìåðó âêëþ÷åíèÿ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïàêåòîâ â ñëó÷àå îòñóò-
ñòâèÿ îáîëî÷å÷íûõ ïîðîóïðóãèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñò-
íîé àíàëîãèåé ìåæäó çàäà÷àìè ïîðîóïðóãîñòè è òåðìîóïðóãîñòè è ðåøàòü çàäà÷è
ïîðîóïðóãîñòè, êàê çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çàìåíàìè ìîäóëåé
è ïåðåìåííûõ. Èìåííî ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ àâòîðàìè ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðè-
âàåìûõ çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ANSYS.

2. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà. Êàê
îòìå÷àëîñü, ðåàëèçàöèÿ îïèñàííûõ âûøå ïîäõîäîâ áûëà âûïîëíåíà â ïàêåòå ANSYS
è ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëîãèè ìåæäó çàäà÷àìè ïîðîóïðóãîñòè è òåðìîóïðóãîñòè.
Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì S ñòðîèëñÿ â ôîðìå êóáà, ðåãóëÿðíî ðàçáèòîãî íà ìåíüøèå
ãåîìåòðè÷åñêè îäèíàêîâûå êóáèêè � òåðìîóïðóãèå ãåêñàýäðàëüíûå äâàäöàòèóçëîâûå
êîíå÷íûå ýëåìåíòû SOLID226 ñ îïöèåé ñâÿçàííîñòè òåðìîóïðóãèõ ïîëåé. Ïåðâîíà-
÷àëüíî âñå îáúåìíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû íàäåëÿëèñü ìàòåðèàëüíûìè ñâîéñòâàìè
îñíîâíîãî òåðìîóïðóãîãî (ò.å. ïîðîóïðóãîãî) ìàòåðèàëà. Äàëåå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðè-
íèìàåìîé íàíîñòðóêòóðîé êîìïîçèòà âûäåëÿëèñü ýëåìåíòû ñî ñâîéñòâàìè âòîðîé
ôàçû. Â ñëó÷àå êîìïîçèòà íåðåãóëÿðíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, èñõîäÿ èç çàäà-
âàåìîé îáúåìíîé äîëè âêëþ÷åíèé, äëÿ âûäåëåííîé ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷àñòè êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ èõ ìîäóëè èçìåíÿëèñü íà ìîäóëè ìàòåðèàëüíà âòîðîé ôàçû. Îòìåòèì,
÷òî òàêîé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì, íî îí íå ïîääåðæèâàåò ñâÿçíîñòè
ìàòåðèàëà ïåðâîé ôàçû è íå îòðàæàåò ñòðóêòóðû ñâÿçíîñòè ìàòåðèàëîâ âòîðîé ôàçû
(çàêðûòûå èëè îòêðûòûå âêëþ÷åíèÿ èëè ïîðû). Îòìåòèì, ÷òî äðóãèå ìåòîäû, ïîä-
äåðæèâàþùèå ñâÿçàííîñòü ýëåìåíòîâ ïåðâîé ôàçû, ïîääåðæèâàþùèå ñâÿçàííîñòü
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è èçîëèðîâàííîñòü âêëþ÷åíèé, à òàêæå ïîääåðæèâàþùèå ñâÿ-
çàííîñòü ýëåìåíòîâ äâóõ ôàç, áûëè îïèñàíû â [9, 3, 4], ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ àâòîìàòèçèðîâàííîãî ðàçìåùåíèÿ èíòåðôåéñíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè-
ìåíÿëñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Âíà÷àëå âûäåëÿëèñü êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ ìàòåðè-
àëüíûìè ñâîéñòâàìè âòîðîé ôàçû. Âíåøíèå ãðàíèöû ýòîãî ìàññèâà ýëåìåíòîâ ïî
êîìàíäå ANSYS TSHAP,QUA8 ïîêðûâàëèñü êîíòàêòíûìè âîñüìèóçëîâûìè ýëåìåí-
òàìè TARGE170 âèäà QUA8. Çàòåì óäàëÿëèñü êîíòàêòíûå ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ
íà âíåøíåé ãðàíèöå ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà S, à îñòàâøèåñÿ êîíòàêòíûå ýëåìåí-
òû çàìåíÿëèñü íà îáîëî÷å÷íûå âîñüìèóçëîâûå ýëåìåíòû SHELL281 ñ îïöèåé ìåì-
áðàííûõ íàïðÿæåíèé. Â ðåçóëüòàòå òàêîé ïðîöåäóðû âñå èíòåðôåéñíûå ãðàíè ñî-
ïðèêîñíîâåíèÿ îáúåìíûõ ýëåìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûìè ìàòåðèàëüíûìè ñâîéñòâàìè áûëè
ïîêðûòû ìåìáðàííûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè.

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå äëÿ ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ðåøàëèñü ñòàöè-
îíàðíûå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè, èìèòèðóþùèå çàäà÷è ïîðîóïðóãîñòè (1), (3), (4) ñ
(6) èëè ñ (8). Äàëåå, â ïîñòïðîöåññîðå ANSYS âû÷èñëÿëèñü îñðåäíåííûå íàïðÿæåíèÿ
〈σij〉, ïðè÷åì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (7) ýòè âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü êàê äëÿ
îáúåìíûõ ýëåìåíòîâ, òàê è äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ. Íàéäåííûå ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ ïî
ôîðìóëàì (6), (8) ïîçâîëÿëè îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíûå ìîäóëè æåñòêîñòè è ôèëüòðà-
öèîííûå êîýôôèöèåíòû. Ïî àíàëîãè÷íûì ñõåìàì, íî ñ îáúåìíûìè è îáîëî÷å÷íûìè
òåìïåðàòóðíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè, ðåøàëèñü â ANSYS çàäà÷è òåïëîïðîâîäíî-
ñòè, èìèòèðóþùèå çàäà÷è ôèëüòðàöèè (2), (5), (9) .

3. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ. Â ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ äëÿ ðÿäà ïîðîóïðóãèõ íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ êîìïîçèòîâ áûëè îáíà-
ðóæåíû èçâåñòíûå äëÿ íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ óïðóãèõ è òåðìîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ
òåíäåíöèè. Åñëè ñðàâíèòü äâà ïîäîáíûõ ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ ñ îáû÷íûìè ðàç-
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ìåðàìè è ñ íàíîðàçìåðàìè, òî äëÿ êîìïîçèòà ñ íàíîðàçìåðíûìè âêëþ÷åíèÿìè èëè
ñ ïîðàìè çà ñ÷åò íàëè÷èÿ ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé ýôôåêòèâíûå æåñòêîñòè áó-
äóò áîëüøå, ÷åì ó êîìïîçèòà ñ âêëþ÷åíèÿìè èëè ñ ïîðàìè îáû÷íûìè ðàçìåðàìè.
Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà ñ ïîðàìè îáû÷íûõ ðàçìåðîâ ýô-
ôåêòèâíûå óïðóãèå æåñòêîñòè óáûâàþò ñ ðîñòîì ïîðèñòîñòè. Îäíàêî ýôôåêòèâíûå
æåñòêîñòè ïîðèñòîãî íàíîêîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà îäèíàêîâîé ïîðèñòîñòè ìîãóò êàê
óìåíüøàòüñÿ, òàê è óâåëè÷èâàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èí ïîâåðõíîñòíûõ ìîäó-
ëåé è ðàçìåðîâ ãðàíèö ïîð. Àíàëîãè÷íûå ýôôåêòû áûëè ïîëó÷åíû è äëÿ çíà÷åíèé
ýôôåêòèâíûõ ôèëüòðàöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÐÔÔÈ � 19-58-18011.
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Ââåäåíèå

Áåñïèëîòíûå ëåòàòåëüíûå àïïàðàòû (ÁÏËÀ) � ýòî îòíîñèòåëüíî íîâàÿ òåõíîëîãèÿ,
â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ êîòîðîé ìîãóò ïðîÿâèòüñÿ ñëîæíûå è íåÿâíûå ïðîáëåìû. Íà-
ïðèìåð, äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîöåññîâ ïðèíÿòèÿ âàæíûõ ðåøåíèé äðîíû ìîãóò ðàáîòàòü â
îáúåäèíåííîé ñðåäå ïîä óïðàâëåíèåì íàçåìíîé ñòàíöèè (ÍÑ). Íî îáúåì èíôîðìàöèè,
ïåðåäàâàåìîé ìåæäó âîçäóøíûì ñóäíîì è íàçåìíîé ñòàíöèåé, îãðàíè÷åí áîëüøèìè
ðàññòîÿíèÿìè, ìàëûì ðàçìåðîì ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ, îãðàíè÷åííûìè âîçìîæíîñòÿ-
ìè îáðàáîòêè è ýíåðãåòè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïåðå÷èñëåííûå íåäîñòàòêè îãðàíè-
âàþò èñïîëüçîâàíèå òàêèõ îáúåäèíåíèé â êðóïíîìàñøòàáíûõ îïåðàöèÿõ, òàêèõ êàê
îáñëåäîâàíèå áîëüøèõ ïëîùàäåé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÁÏËÀ èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ (ìîíèòîðèíã, íà-
áëþäåíèå, òîïîãðàôè÷åñêèå è àðõåîëîãè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ). Ýòà óíèâåðñàëüíîñòü
îáúÿñíÿåòñÿ ñïîñîáíîñòüþ äðîíîâ âûïîëíÿòü ñëîæíûå äåéñòâèÿ ñ âûñîêîé ìàíåâ-
ðåííîñòüþ ïðè îòíîñèòåëüíîé äåøåâèçíå. Âîçìîæíû ïîëåòû â îáû÷íûõ óñëîâèÿõ
(îïåðàòîð êîíòðîëèðóåò ïîëîæåíèå àïïàðàòà), â ïîëóàâòîíîìíîì ðåæèìå (ÁÏËÀ
âûïîëíÿåò ïîëåò ñàìîñòîÿòåëüíî ÷åðåç çàäàííûå ïóòåâûå òî÷êè) è ïîëíîñòüþ àâòî-
íîìíûé ðåæèì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ëåòàòåëüíûé àïïàðàò ïîäêëþ÷àåòñÿ ê ñèñòåìå
íàáëþäåíèÿ (ò.å. íàçåìíîé ñòàíöèè), êîòîðàÿ îáû÷íî ðàñïîëîæåíà â îáëàêå è îòâå-
÷àåò çà âñþ îáðàáîòêó èíôîðìàöèè âûñîêîãî óðîâíÿ.

Ïðèìåíåíèå îáëàêà ìîæåò áûòü ïðîáëåìàòè÷íûì â ñèñòåìàõ ðåàëüíîãî âðåìåíè,
òðåáóþùèõ áîëåå âûñîêèõ çàòðàò äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðèåìëåìîãî óðîâíÿ ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè ñâÿçè ïðè îáìåíå äàííûìè ìåæäó óñòðîéñòâàìè. Êðîìå òîãî, âîçìîæíû
îòñóòñòâèå ìîáèëüíîé ñâÿçè, çàäåðæêè ïåðåäà÷è äàííûõ, ýíåðãåòè÷åñêèå îãðàíè÷å-
íèÿ âñòðîåííûõ ñèñòåì è èçáûòî÷íîñòü èíôîðìàöèè [1]. Äëÿ ñìÿã÷åíèÿ ïåðå÷èñëåí-
íûõ ïðîáëåì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü íîâûé òðåíä âû÷èñëè-
òåëüíîé ïàðàäèãìû � òóìàííûå âû÷èñëåíèÿ, ñóòü êîòîðûõ â ïðèáëèæåíèè îïåðàöèé
âû÷èñëåíèÿ è õðàíåíèÿ äàííûõ ê êîíå÷íûì óñòðîéñòâàì (äðîíàì). Òóìàííûå âû-
÷èñëåíèÿ (fog) âîçíèêàþò êàê ïðîìåæóòî÷íûé óðîâåíü ìåæäó îáëàêîì è êîíå÷íûìè
óñòðîéñòâàìè äëÿ óìåíüøåíèÿ çàäåðæêè, ñíèæåíèÿ óðîâíÿ ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ, óâå-
ëè÷åíèÿ ìàñøòàáèðóåìîñòè è ýôôåêòèâíîñòè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè äîïóùåíèÿìè ïðåäëàãàåòñÿ îñíîâàííàÿ íà òóìàííûõ âû-
÷èñëåíèÿõ ñòðóêòóðà, îðèåíòèðîâàííàÿ íà òîïîëîãèþ ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
äðîíîâ. Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçóåò ÁÏËÀ â êà÷åñòâå òóìàííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà
äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ óñëóã. Ñëóæáû äîëæíû áûòü ðàçâåðíóòû â ýòîì óçëå âìåñòå
ñ ìåõàíèçìàìè ôèëüòðàöèè è êëàñòåðèçàöèè. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäîëîãèÿ ôèëüòðà-
öèè ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèåé, îñíîâàííîé íà âàæíîñòè, ïîçâîëÿþùåé äîñòàâëÿòü
êðèòè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ïðèëîæåíèÿ.

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ
îòðàæàåò ïîâåäåíèå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ, òàêèõ êàê çàäåðæêà è ïðîïóñêíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü.

Àêòóàëüíîñòü

Ðàáîòà ñëóæá ïîèñêà è ñïàñåíèÿ, îáåñïå÷åíèÿ ìîíèòîðèíãà ïðîñòðàíñòâà îáû÷íî âû-
ïîëíÿþòñÿ â óäàëåííûõ ìåñòàõ ñ îãðàíè÷åííûìè êîììóíèêàöèîííûìè ðåñóðñàìè.
Îáåñïå÷åíèå èíôîðìàöèåé ïðè âûïîëíåíèè òàêèõ çàäà÷ îñîáåííî ÷óâñòâèòåëüíî ê
çàäåðæêàì. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü íèçêèé óðîâåíü ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ
â òóìàíå è îáëàêå äëÿ óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ïîëåòà è îáåñïå÷åíèÿ óñëóã, ïðåäîñòàâ-
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ëÿåìûõ äðîíàìè. Ëþáàÿ îïòèìèçàöèÿ ìîæåò çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü îáùóþ ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòü ñèñòåìû.

Àêòóàëüíîñòü ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïðèìåíèìîñòè îáëà÷íûõ âû÷èñ-
ëåíèé ñ íåñêîëüêèìè ÁÏËÀ. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäëîæèòü
àðõèòåêòóðó äëÿ îöåíêè ïðèìåíèìîñòè ñîâìåñòíîé ðàáîòû òóìàííûõ è îáëà÷íûõ
âû÷èñëåíèé ñ öåëüþ îïòèìèçàöèè çàäåðæåê ïðè ñîõðàíåíèè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè
è óðîâíÿ ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ â ïðèåìëåìûõ ïðåäåëàõ. Ò.î. áóäóò ðåøåíû äâå èññëå-
äîâàòåëüñêèå çàäà÷è:

• ïðèáëèæåíèå ìåñòà îáðàáîòêè äàííûõ ê êîíå÷íûì óñòðîéñòâàì;

• ñîçäàíèå ìîäåëè äëÿ àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè ñîâìåñòíîé ðàáîòû îáëà÷íûõ è
òóìàííûõ âû÷èñëåíèé è åå òðåáîâàíèé ê ÁÏËÀ.

ÁÏËÀ, íàçíà÷åííûé â êà÷åñòâå ãëàâíîãî êîîðäèíàòîðà, îòâå÷àåò çà âû÷èñëèòåëü-
íóþ ðàçãðóçêó êàíàëà îáëàêî-òóìàí. Îí àíàëèçèðóåò äàííûå äëÿ îáðàáîòêè èëè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ èõ â ïîðöèè âûáðàííîé èíôîðìàöèè ïåðåä ïåðåäà÷åé â îáëàêî. Ïóñòü â
êàæäîì ÁÏËÀ èìååòñÿ âñòðîåííàÿ ñòðóêòóðà, îòâå÷àþùàÿ çà ïëàíèðîâàíèå çàäà÷,
ïàðàìåòðû ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è ïàðàìåòðû ïîëåòà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ àâòîíîìíîé
ðàáîòû. Êðîìå òîãî, ýòà ñòðóêòóðà ñîäåðæèò òóìàííîå óñòðîéñòâî, óïðàâëÿþùåå
èíôîðìàöèåé ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû.

Ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà íåñêîëüêèõ ÁÏËÀ äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäà÷ èìååò íåñêîëüêî
ïðåèìóùåñòâ: óëó÷øàåòñÿ êà÷åñòâî è óìåíüøàåòñÿ âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïîñòàâëåííî-
ãî çàäàíèÿ, óâåëè÷èâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü çàâåðøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, à òàêæå
âîçìîæíî ïåðåðàñïðåäåëåíèå ÁÏËÀ ïðè èõ ïîâðåæäåíèè â öåëÿõ ãàðàíòèðîâàíèÿ
çàâåðøåííîñòè ïîñòàâëåííîãî çàäàíèÿ. Íåäîñòàòîê êîëëåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ çà-
äà÷: ñëîæíîñòü ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ è èíôîðìàöèè � îáëà÷íûé ïîä-
õîä òðåáóåò áîëåå âûñîêèõ çàòðàò íà îáåñïå÷åíèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè, ñíèæåíèÿ
çàäåðæêè ïåðåäà÷è äàííûõ, ïðåîäîëåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé âñòðîåííûõ
ñèñòåì è èçáûòî÷íîñòè èíôîðìàöèè.

Äëÿ èçìåðåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïîäõîäà, âêëþ÷àþùåãî âñòðîåííûå ñèñòåìû, íåîá-
õîäèìî èìåòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ âàëèäàöèè ðàñïðåäåëåííîé àðõèòåêòóðû.
Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò íåñêîëüêî äðîíîâ, ïåðåäàþùèõ èíôîðìàöèþ â îá-
ëàêî è òóìàííûé ñëîé. Êàæäûé áåñïèëîòíèê ñàìîñòîÿòåëüíî îïðåäåëÿåò ñâîþ òðà-
åêòîðèþ íà îñíîâå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, êàæäûé àïïàðàò çàõâàòûâàåò
èçîáðàæåíèÿ è èíôîðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ âûïîëíåíèÿ èì çàäàíèÿ. Âî âðåìÿ âû-
ïîëíåíèÿ çàäà÷è íåêîòîðûå êîìàíäû íàõîäÿòñÿ â âåäåíèè ÍÑ, íàïðèìåð, êîíòðîëü,
êîíòðîëü ïîëîæåíèÿ, õðàíåíèå âèäåî-äàííûõ è íàçíà÷åíèå çàäà÷.

Òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîì â ðàáîòå [2], íåîáõîäèìî óñòàíî-
âèòü êîððåêòíûå îãðàíè÷åíèÿ: 1) ôèçè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ òóìàííîãî óñòðîéñòâà
îãðàíè÷èâàþò îáðàáîòêó � ðàáî÷àÿ íàãðóçêà li ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî ñïîñîáíîñòè îáðà-
áîòêè òóìàíà vifog; 2) óñòîé÷èâîñòü ñâÿçè òóìàí-îáëàêî è ñðåäíÿÿ ïðîïóñêíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü, òðåáóåìàÿ òóìàííûì óñòðîéñòâîì, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü íèæå ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè ñåòè.

Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü òóìàííîãî ñëîÿ Bi
fog äëÿ ñîâìåñòíîé ðàáîòû ñ îáëà÷-

íûì ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíà êàê ôóíêöèÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè ïîñòóïëåíèÿ δifog,
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ñðåäíåãî ðàçìåðà ïàêåòà si
fogè ñêîðîñòè ïàêåòîâ, îòêëîíåííûõ äëÿ îáðàáîòêè òó-

ìàííîãî ñëîÿ (1-ri). Çàìåòèì, ÷òî ôèçè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ ñèñòåìû ìîãóò âëèÿòü
íà ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü, òàêèå êàê íîìèíàëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîùíîñòü è
ïîâåäåíèå êîíå÷íîãî óñòðîéñòâà.

Bfog
i = δfogi · (1− ri) · sfogi (1)

Öåëüþ ìèíèìèçàöèè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíòðîëü îáúåìà äàííûõ, ïåðåäà-
âàåìûõ â îáëàêî. Òàêèå ñèòóàöèè âîçìîæíû ïðè èñïîëüçîâàíèè òîëüêî ìîáèëüíûõ
ñåòåé.

Ïîòðåáëÿåìàÿ ìîùíîñòü. Íà óðîâåíü ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ â òóìàíå è îáëàêå ìî-
ãóò âëèÿòü íåñêîëüêî ôàêòîðîâ (íàïðèìåð, èñïîëüçóåìûå àëãîðèòìû è òåìïåðàòó-
ðà îêðóæàþùåé ñðåäû). Îñíîâíîé ôàêòîð � âû÷èñëèòåëüíàÿ íàãðóçêà, ñîçäàâàåìàÿ
ïîòîêîì èíôîðìàöèè, ïîñòóïàþùåé îò êîíå÷íûõ óñòðîéñòâ. Äëÿ óïðîùåíèÿ â ïðåä-
ëàãàåìîé ìîäåëè ó÷èòûâàåòñÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è äàííûõ, ïðèíÿòûõ äëÿ îáðàáîòêè
è èçìåðÿåìàÿ â áèò/ñ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå çíà÷åíèå äëÿ ýíåðãîïî-
òðåáëåíèÿ â ðåæèìå îæèäàíèÿ, îïèñûâàåìîå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ.

Ïîòðåáëÿåìàÿ ìîùíîñòü òóìàííîãî óñòðîéñòâà ìîäåëèðóåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ äàííûõ, ïðèíÿòûõ äëÿ ñêîðîñòè îáðàáîòêè ri, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàðàíåå îïðåäå-
ëåííîé ýôôåêòèâíîñòüþ îáðàáîòêè γ>0 è ïîòðåáëåíèåì ýíåðãèè â ðåæèìå îæèäàíèÿ
θ > 0. Ãðàíèöà ïîòðåáëåíèÿ â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàñ÷åòíîé òåïëîâîé ìîùíîñòüþ
ïðîöåññîðà (TDP) èëè

Efog
i = γ · δfogi · sfogi · (ri) + θ (2)

Çàìåòèì, ÷òî ýíåðãîïîòðåáëåíèå â îáëàêå íå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷åì îáåñïå÷èâàåòñÿ îï-
òèìèçàöèÿ ýíåðãîïîòðåáëåíèå òóìàííîãî ñëîÿ. Ýòî óðàâíåíèå ôèêñèðóåò îáúåì èí-
ôîðìàöèè, âûáðàííîé äëÿ ëîêàëüíîé îáðàáîòêè. Ïîñêîëüêó íàèáîëåå ðåëåâàíòíóþ
èíôîðìàöèþ æåëàòåëüíî îáðàáàòûâàòü òîëüêî ëîêàëüíî, òî ìèíèìèçàöèÿ ýíåðãî-
ïîòðåáëåíèÿ ïðèâåäåò ê íàðóøåíèþ ëîêàëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
ýòîãî óñëîâèÿ.

Âû÷èñëåíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ îáëà÷íûõ âû÷èñëåíèé. Çàäåðæêà ωfogi â òóìàí-
íîì óñòðîéñòâå äîëæíà áûòü íèæå, êîãäà íåñêîëüêî ïàêåòîâ ïåðåäàþòñÿ â îáëàêî, è
äîëæíà ðàñòè â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè êîëè÷åñòâî ïàêåòîâ ïðåâûøàåò âîç-
ìîæíîñòè îáðàáîòêè vfogi . Ïðîöåññ äîëæåí áûòü ñòàáèëüíûì, åñëè ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
ïðèáûòèÿ δfogi â òóìàííîì ñëîå íèæå, ÷åì åãî ñïîñîáíîñòü ê îáðàáîòêå.

ωfogi = 2(δfogi ·ri)/vfogi (3)

Åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå âûáðàíî òàê, ÷òîáû îíî ñîäåðæàëî òîëüêî ñòàáèëüíûå
ïîêàçàòåëè ïðèáûòèÿ (δfogi > vfogi ), ôóíêöèÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ:

ωFOGi =
δfogi · ri
vfogi

(4)

Çàäåðæêà â îáëàêå ωfogi ïðåäñòàâëåíà âçàèìîñâÿçüþ ìåæäó ïåðåäàâàåìûìè â íåãî
äàííûìè, ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ñåòè è ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ îáëà÷íîãî öåíòðà
îáðàáîòêè äàííûõ. Îáúåì äàííûõ, îòïðàâëÿåìûõ â îáëàêî, ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïî-

ìîùüþ ñëåäóþùåé ôóíêöèè sfogi · δfogi ·(1− ri) = dfogi è îáúåìà äàííûõ, ïåðåäàâàåìûõ
ìåæäó óñòðîéñòâàìè òóìàíà è îáëàêîì tfog−cloudi . Ïîñëå îáðàáîòêè â îáëàêå ÷àñòü
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âõîäíûõ äàííûõ acloudi îòïðàâëÿåòñÿ îáðàòíî â òóìàííûé ñëîé. Çàäåðæêà ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè èç îáëàêà ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê

ωcloudi ≈ dcloudi

2 · tfog−cloudi

+
dcloudi · acloudi

2 · tfog−cloudi

+
dcloudi

2 · vcloudi

(5)

ãäå vcloudi � âîçìîæíîñòü îáðàáîòêè îáëàêà. Îáùàÿ çàäåðæêà îïðåäåëÿåòñÿ:

DAV G
i = AV G(ω

fog
, ωcloudi ) (6)

ãäå ωfog è ωcloud � çàäåðæêè â òóìàííîì è îáëà÷íîì ñëîÿõ.
Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíû äâà ïàðàìåòðà ñîñòîÿíèÿ: îáùåå êîëè÷åñòâî

ïàêåòîâ â óñòðîéñòâå òóìàííîãî ñëîÿ x1 = δfogi · ri è îáùåå êîëè÷åñòâî ïàêåòîâ â
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü îöåíèâàåò êîìïðîìèññ ìåæäó ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòüþ, ýíåðãèåé â òóìàííîì óçëå è çàäåðæêîé, âîñïðèíèìàåìîé ÁÏËÀ. Êðî-
ìå òîãî, çàÿâëåííàÿ öåëü óìåíüøåíèÿ çàäåðæêè ó÷èòûâàåò êîëè÷åñòâî äàííûõ, êî-
òîðûå áóäóò ïðèíÿòû äëÿ ëîêàëüíîé îáðàáîòêè â âû÷èñëèòåëüíîì óçëå òóìàíà. Ïî
ìåðå ðîñòà çíà÷åíèÿ ýòîé ïåðåìåííîé ýíåðãåòè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ äîëæíû ïîääåð-
æèâàòü ýòî ðàâíîâåñèå â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ èç-çà ëîêàëüíûõ âàðèàöèé âû÷èñëè-
òåëüíîé ìîùíîñòè è ïîòðåáëåíèÿ ýíåðãèè.
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Óñòîé÷èâîñòü ãðàíèöû ìåæäó äâóìÿ ýëåêòðîëèòàìè ïðè
èçîòàõîôîðåçå
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïè-
ñàíèÿ ãðàâèòàöèîííîé êîíöåíòðàöèîííîé êîíâåêöèþ ïðè ïðîâåäå-
íèè ïðîöåññà èçîòàõîôîðåçà õèìè÷åñêè àêòèâíîé ñìåñè èç äâóõ
ýëåêòðîëèòîâ. Èçîòàõîôîðåç � ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ìíîãîêîìïî-
íåíòíîé ñìåñè íà èíäèâèäóàëüíûå êîìïîíåíòû ïîä äåéñòâèåì
âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Èçîòàõîôîðåç îáëàäàåò âûñîêîé
ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ � ìåæäó çîíàìè ñ îòäåëüíûìè êîì-
ïîíåíòàìè èìååòñÿ ÷åòêîé ãðàíèöà, äâèæóùàÿñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ. Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ â îêðåñòíîñòè
ãðàíèöû ìåæäó çîíàìè âîçìîæíî êîíâåêòèâíîå ïåðåìåøèâàíèå
ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, ÷òî ìîæåò ñóùåñòâåííî ñíèçèòü
ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñüòü ìåòîäà. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ çàäà÷à î êîíöåíòðàöèîííîé êîíâåêöèè â îêðåñòíîñòè ãðà-
íèöû ìåæäó çîíàìè è îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âîç-
ìîæíî âîçíèêíîâåíèå ìîíîòîííîé íåóñòîé÷èâîñòè.

Stability of the boundary between two electrolytes in
isotachophoresis

Ì.Yu. Zhukov
Southern Federal University, Rostov on Don, Russia

O.A. Tsyvenkova
Southern Federal University, Rostov on Don, Russia
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Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà èçîòàõîôîðåçà � ïðîöåññà ðàçäåëåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíò-
íîé ñìåñè íà îòäåëüíûå êîìïîíåíòû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî, â ñëó-
÷àå, êîãäà ðàñòâîðèòåëåì ÿâëÿåòñÿ âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, íàïðèìåð, âîäà,
èñïîëüçîâàíû óðàâíåíèÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ [1, 2]
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duk

dt
+ div ik = 0, ik = −εµk∇uk + µkukE,
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∑
k

uk.

Çäåñü v � ñêîðîñòü ñìåñè â öåëîì, p � äàâëåíèå, uk � ¾ýôôåêòèâíàÿ¿ êîíöåíòðàöèÿ
êîìïîíåíòû ñìåñè, ik � ïëîòíîñòü ïîòîêà êîíöåíòðàöèè, µ � êîýôôèöèåíò êèíåìà-
òè÷åñêîé âÿçêîñòè ñìåñè, βk � êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèîííîãî ñæàòèÿ, µk > 0 �
ïîäâèæíîñòü êîìïîíåíòû ñìåñè â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, εµk � êîýôôèöèåíò äèô-
ôóçèè, E, ϕ � íàïðÿæåííîñòü è ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, j � ïëîòíîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, σ � ïðîâîäèìîñòü ñìåñè, k � îðò îñè z.

Â ïðîöåññå ðàçäåëåíèÿ ñìåñè, íà çàêëþ÷èòåëüíûõ ýòàïàõ ïðîöåññà, âîçíèêàåò
ñèëüíàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ïëîòíîñòè � ôîðìèðóþòñÿ çîíû èíäèâèäóàëüíûõ êîìïî-
íåíò, îòäåëåííûå äðóã îò äðóãà äîñòàòî÷íî óçêîé ãðàíèöåé, øèðèíà êîòîðîé çàâè-
ñèò îò íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Íàëè÷èå ïîëÿ òÿæåñòè ìîæåò
ïðèâîäèòü ê âîçíèêíîâåíèþ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ê êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè,
àíàëîãè÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè Ðýëåÿ�Òåéëîðà. Äëÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ âîçíèêíîâå-
íèÿ íåéñòîé÷èâîñòè (êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíò, íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,
êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè, ïîäâèæíîñòåé êîìïîíåíò è ò. ï.) ìîæíî îãðàíè÷èâàòüñÿ
ãðóáîé ìîäåëüþ, ðàññìàòðèâàÿ îêðåñòíîñòü ãðàíèöû ìåæäó äâóìÿ çîíàìè (âíóòðåí-
íèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé) è ïðîèçâîäÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñòÿæå-
íèþ â îêðåñòíîñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèíåé-
íîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ïîãðàíñëîéíîé
çàäà÷åé íà áåñêîíå÷íîé îñè, èññëåäóÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ
óðàâíåíèé, ëèíåàðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðèìåíåíèå
äëÿ ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñòàíäàðòíîãî ìåòîäû íîðìàëüíûõ ìîä îñëîæíÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî ìåõàíè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëÿòü ëèáî ÷èñëåííî, ëèáî
èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè Ëåðõà [3, c. 43�46], ïðè ïîìîùè êîòîðîé çàïèñû-
âàåòñÿ ðåøåíèå. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîçâîëèëè îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ âîçíèêíîâåíèÿ êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ êîíêðåòíûõ ýëåêòðî-
ëèòîâ è, òåì ñàìûì, óêàçàòü ïàðàìåòðû ïðîöåññà èçîòàõîôîðåçà, ïðè êîòîðîì íå
ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííîãî ñíèæåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ìåòîäà. Êðîìå ýòî-
ãî, ðàññìîòðåíû ìîäåëüíûå âàðèàíòû çàäà÷è: (1) ñîîòâåòñòâóþùèé áåçäèôôóçèîí-
íîìó ïðèáëèæåíèþ (ε = 0), ïðè êîòîðîì êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ â ñîñåäíèõ çîíàõ
ïîñòîÿííû, à ãðàíèöà ìåæäó çîíàìè èìååò íóëåâóþ òîëùèíó, (2) àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ ïðè ïàðàìåòðå äèôôóçèè ε→ 0. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ óêàçàííûõ
âàðèàíòîâ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðàñ÷åòàìè äëÿ ïîëíîé çàäà÷è.
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Àííîòàöèÿ. Âûïîëíåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îïîð íåôòÿíûõ ñî-
îðóæåíèé ìîðñêîãî áàçèðîâàíèÿ â ñëó÷àå ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ
ñëó÷àéíûìè âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿìè. Ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñà
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà ANSYS îïðåäåëåííî íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå.

Mathematical modeling of stressed-deformed state of elements
of marine infrastructure

A.A. Matrosov, A.N. Soloviev, E.A. Kislyakov
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Ðàñ÷åò ñîîðóæåíèé, ðàñïîëàãàþùèõñÿ â îòêðûòîì ìîðå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðó-
äîåìêóþ çàäà÷ó [1, 2]. Ìîðñêèå íåôòåäîáûâàþùèå ïëàòôîðìû, êàê ïðàâèëî, ðàñïî-
ëàãàþòñÿ íà ãëóáèíàõ îò 8 äî 400 ìåòðîâ. Â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè îïîðû òàêèõ ïëàò-
ôîðì ïîäâåðæåíû âîçäåéñòâèþ íåñêîëüêèõ ðàçíîðîäíûõ âîçáóæäàþùèõ ñèë (ñåé-
ñìè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü îñíîâàíèÿ, âîçäåéñòâèå âîëí ïî âñåé äëèíå êîëîííû, âåòðîâàÿ
íàãðóçêà íà íàäâîäíûå ñòðîåíèÿ, äëÿ ñîîðóæåíèé â ïîëÿðíûõ ðàéîíàõ � âîçäåéñòâèå
ïîëåé ëüäà). Â ñâîåì áîëüøèíñòâå ýòè íàãðóçêè íîñÿò ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ñîñòîÿíèå îïîðû èìååò âèä:

MZ̈ + CŻ +KZ = −M4̈+ ∝ FÂ + βFÆ + FÒ + FË (1)

ãäå Z � ìàòðèöà ñìåùåíèé òî÷êå êîëîííû, M4̈ � ñåéñìè÷åñêàÿ íàãðóçêà, äåéñòâóþ-
ùàÿ íà îñíîâàíèå êîëîííû, ∝ FÂ � ñëó÷àéíàÿ âåòðîâàÿ íàãðóçêà, βFÆ � ñëó÷àéíàÿ
íàãðóçêà ñî ñòîðîíû ïîäâîäíûõ òå÷åíèé è âîëí íà ïîâåðõíîñòè âîäû, M, C, K �
ìàòðèöû ìàññ, äåìïôèðîâàíèÿ è æåñòêîñòè ñîîòâåòñòâåííî, ∝, β � ñòîõàñòè÷åñêèå
êîýôôèöèåíòû.

Äëÿ ðàñ÷åòà áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:
- íàãðóçêà îò âåðõíåãî ñòðîåíèÿ ïëàòôîðìû ñîçäàåò öåíòðàëüíîå ñæàòèå îïîð;
- ëåäîâàÿ íàãðóçêà ñòàòè÷íà è äåéñòâóåò íà âûäåëåííûé ñåêòîð öèëèíäðè÷åñêîé

ïîâåðõíîñòè;
- âåòðîâàÿ íàãðóçêà îòñóòñòâóåò â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ å¼ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìà

òî÷íàÿ ãåîìåòðèÿ âåðõíåãî ñòðîåíèÿ;
- íàáåãàþùèé ïîòîê æèäêîñòè èäåàëåí è íå èìååò öèðêóëÿöèè;
- äàâëåíèå æèäêîñòè ïî âåðòèêàëè èìååò ëèíåéíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ;
- èñòî÷íèêîì ñåéñìè÷åñêîé íàãðóçêè ÿâëÿåòñÿ æåñòêàÿ çàäåëêà (èíäèâèäóàëüíûé

ôóíäàìåíò îïîðû).
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) âûïîëíèì ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñåéñìîñòîéêîñòè:

MZ̈ + CŻ +KZ = −M4̈

áóäåì èñêàòü ìåòîäîì ìîäàëüíîé ñóïåðïîçèöèè:

Z (t) =
n∑
i=1

Viqi(t)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ qi(t) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

q̈i + 2niq̇i + ω2qi = −Qi

Mi

ãäå ni = γωi
2
, γ � êîýôôèöèåíò íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, Qi = V T

i M4̈ � îáîá-
ùåííàÿ ñåéñìè÷åñêàÿ ñèëà, Mi = V T

i MVi � îáîáùåííàÿ ìàññà i -îé ôîðìû.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

q (t) = −Di

ωi

∫ t

0

∆̈ (τ) e−n(t−τ)sin (t− τ) dτ

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíåðöèîííîé ñèëû áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ: Q
g
VikDiCw(T ), ãäå

Cw(T ) � çàäàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà âîçáóæäåíèÿ. Òàê êàê èíåðöèîííàÿ ñèëà i-é ìàñ-
ñû äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè t, íåâîçìîæíî ãîâîðèòü

157



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû

î ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèÿõ â êîíñòðóêöèè, âîçíèêàþùèõ çà âðåìÿ T ôóíêöèîíè-
ðîâàíèÿ ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè. Ïîýòîìó íàïðÿæåíèÿ íàäî èñêàòü êàê ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îò îæèäàåìûõ íàïðÿæåíèé.

Ñèëû ñî ñòîðîíû òå÷åíèÿ æèäêîñòè è íàâàëà ëüäà áóäåì ó÷èòûâàòü â âèäå ïðåä-
íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîîðóæåíèÿ [3, 4].

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òå÷åíèå îäèíàêîâî ïî âñåé âûñîòå öèëèíäðà. Òîãäà ñóììàðíîå
äàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùåé ôóíêöèåé:

P = ρg (h− z) +
ρ

2
V 2
∞(1− 4 sin2 (ϕ))

Ñèëà îò âîçäåéñòâèÿ äâèæóùèõñÿ ïîëåé ëüäà, ñîãëàñíî ÑÏ 38.13330.2012 îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

F = mkbkυRbhd,

ãäå m � êîýôôèöèåíò ôîðìû îïîðû (äëÿ ïîëóöèðêóëüíîãî ïðîôèëÿ ïðèíèìàåì
m=0.83), kb � êîýôôèöèåíò ñìÿòèÿ, ó÷èòûâàþùèé ïðîñòðàíñòâåííî-íàïðÿæåííóþ
ðàáîòó ëåäÿíîãî ïîëÿ ïðè êîíòàêòå ñ îïîðîé (kb = 1.3), kv � êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâà-
þùèé ñêîðîñòü äåôîðìàöèè ëüäà â çîíå åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îïîðîé (kv=0.3), R �
ïðåäåë ïðî÷íîñòè ëüäà íà ñæàòèå (R=1.5 ÌÏà).

Ôàêòè÷åñêàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îïîðû ñîîðóæåíèÿ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþ-
ùåé ôîðìóëå:

Fôàêò = ntK1K2F

ãäå K1=0.83+0.17*nt−1/2=0.915, K2=0.55+0.45*kn/k=0.847, nt � ÷èñëî îïîð ñîîðóæå-
íèÿ, F=17.2 ÌÍ.

Îñóùåñòâèâ ïåðåõîä ê åäèíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì ïðåäíàïðÿæåííîå ñî-
ñòîÿíèå îïîðû, äëÿ ÷åãî ðåøàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðó-
ãîñòè.

×èñëåííîå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîèçâîäèëîñü â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîãî àíàëèçà ANSYS 19. Ðàññìîòðåíà îïîðà êëàññà ìåëêîâîäíûõ ïëàòôîðì
(äëèíà îïîðû äî 50 ì). Îïîðà âûïîëíåíà â ôîðìå êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ èç áåòîíà
ìàðêè Ì600 êëàññà B45, âûñîòà 30 ìåòðîâ. Îïîðà ïîãðóæåíà â âîäó íà ãëóáèíó 24
ìåòðà.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ áûëè ïîëó÷åíû ýïþðû ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæåíèé â áå-
òîííîé îïîðå [5, 6]. Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì äàííûì, îïîðà ðàáîòàåò â øòàòíîì ðåæèìå
ïðè çàäàííûõ ñåéñìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ â îïîðå
âàðüèðóþòñÿ îò 8.3 · 106 Ïà äî 26 · 106 Ïà, ÷òî íå ïðåâûøàåò 50% îò äîïóñêàåìûõ
íàãðóçîê.
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ÓÄÊ 532.1
ÁÁÊ 22.253.1
Ñ 42

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ çàòóõàíèÿ â ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ
òåëàõ íà îñíîâå ó÷åòà äåïîëÿðèçóþùèõ ôàêòîðîâ

À.Ñ. Ñêàëèóõ
Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîññèÿ.

Àííîòàöèÿ. Íà îñíîâå ìîäåëè ïîëÿðèçàöèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ñðåä èçó÷àþòñÿ ïðîöåññû çàòóõàíèÿ ãàðìî-
íè÷åñêèõ êîëåáàíèé â êåðàìè÷åñêèõ îáðàçöàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî òàí-
ãåíñû óãëà ïîòåðü çàâèñÿò îò àìïëèòóäû âíåøíèõ âîçäåéñòâèé,
êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî è ìåõàíè÷åñêîãî ïîëåé, à òàêæå øèðè-
íû ãèñòåðåçèñíûõ ïåòåëü.

Modelling of attenuation processes in piezoceramics bodies based
on accounting depolarizing factors

A.S. Skaliukh
Southern Federal University, Rostov-on-Don, Russia.

Îñíîâíûìè öåëÿìè ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé
ÿâëÿþòñÿ ðàñ÷åòû ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ñðåäè êîòîðûõ íàèáîëåå èíôîðìà-
òèâíûìè è ïðåäïî÷òèòåëüíûìè âûñòóïàþò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè
(À×Õ). Ïðè ðàñõîæäåíèè ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèõîäèòñÿ êîð-
ðåêòèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, â êîòîðûõ íå ó÷òåíû âñå ôàêòîðû, âëèÿþùèå
íà èõ ðàáîòó. Íàïðèìåð, åñëè â ðàñ÷åòíîé ìîäåëè èãíîðèðóþòñÿ ìåõàíèçìû çàòóõà-
íèÿ, òî íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ À×Õ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò, â òî âðåìÿ êàê â
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ òàêîãî ðîñòà íåò. Ñàìè ìåõàíèçìû çàòóõàíèÿ ê íàñòîÿ-
ùåìó âðåìåíè èçó÷åíû åùå íå äîñòàòî÷íî ïîëíî, à ïðåäëàãàþùèåñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè ïîðîé âûãëÿäÿò èñêóññòâåííî ââåäåííûìè èëè äàæå íåîáîñíîâàííûìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí îäèí èç ìåõàíèçìîâ çàòóõàíèÿ, ñâÿçàííûé ñ ìàëîé
ïåðåïîëÿðèçàöèåé ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ â öèêëè÷åñêèõ ýëåêòðè÷åñêèõ
è ìåõàíè÷åñêèõ ïîëÿõ. Âñëåäñòâèå ýòîãî óïðóãèå, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå è äèýëåêòðè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, çàâèñÿùèå îò îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè è îñòàòî÷íîé ïîëÿ-
ðèçàöèè, òàêæå ìàëî èçìåíÿþòñÿ è òàêæå ãèñòåðåçèñíûì îáðàçîì. Íî, êàê èçâåñò-
íî, ãèñòåðåçèñ âûçûâàåò çàòóõàíèå, òåì áîëüøåå, ÷åì áîëüøå ïëîùàäü åãî ïåòëè.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåòåëü äåôîðìàöèîííîãî è äèýëåêòðè÷åñêî-
ãî ãèñòåðåçèñà èñïîëüçîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïîëÿðèçàöèè/äåïîëÿðèçàöèè
ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì/ìåõàíè÷åñêèìè íàïðÿæåíèÿìè [1]. Êðîìå ýòîãî ó÷èòûâàþòñÿ
ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè ôèçè÷åñêèõ ìîäóëåé îò îñòàòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ, ïî-
ëó÷åííûå â [2, 3]. Äëÿ ñâåäåíèÿ çàäà÷è ê ìîäåëè ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ââîäÿòñÿ ïðèáëèæåíèÿ è Ñîðîêèíà Å.Ñ. [4], â êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ ãèñòåðåçèñíûå
çàâèñèìîñòè ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåííîãî âèäà óïðóãèõ ìîäóëåé. Â äàííîì èññëåäîâà-
íèè àíàëîãè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî äëÿ óïðóãèõ,
íî è äëÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Â [5] òàíãåíñû óãëîâ
ïîòåðü íàõîäÿòñÿ íà îñíîâå ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîãäà çàòóõàíèå îïðåäåëÿåòñÿ
ïëîùàäüþ ïåòëè ãèñòåðåçèñà, ÷òî â èòîãå òàêæå ïðèâîäèò ê ìîäåëè ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëàãàåìûå ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû
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íå òðåáóþò ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè ïåòåëü ãèñòåðåçè-
ñà, çäåñü ëèøü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü îñòàòî÷íûå ïàðàìåòðû â îäíîé òî÷êå ìàëîé
ïåòëè ãèñòåðåçèñà.

Äëÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîãî ìà-
òåðèàëà ââîäÿòñÿ îñòàòî÷íûå è èíäóöèðîâàííûå ïàðàìåòðû òåíçîðà äåôîðìàöèé è
âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëÿðèçàöèè èëè äåïîëÿðèçàöèè [1]
ïðè îäíîâðåìåííîì âîçäåéñòâèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü è îñòàòî÷íûå è èíäóöèðîâàííûå ïàðàìåòðû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
îñòàòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ (1) ñ çà-
äàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

dP0 = (P∞ − P0)
|dEef |
nE

, P0 = P ∗0 , E = E∗,

d ε0 = (ε∞ − ε0)
|d (σef )I−d (σef )III |

nσ
, ε0 = ε∗0, σ = σ∗.

(1)

Âõîäÿùèå ñþäà ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ε∞ =

∫ 2π

0
dϕ
∫ π

0
euεs sinψ dψ∫ 2π

0
dϕ
∫ π

0
eu sinψ dψ

, P∞ =

∫ 2π

0
dϕ
∫ π

0
eups sinψ dψ∫ 2π

0
dϕ
∫ π

0
eu sinψ dψ

,

u =
−Eef · PS/ps

a
− σef : εS/εs

b
, a =

kT

psΩcr

, b =
kT

εsΩcr

(2)

σef = σ + β : ε0, Eef = σ + α : P0,

ãäå pS, εS, k, T, Ωcr - âåêòîð ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèè, òåíçîð ñïîíòàííîé ïîëÿðèçà-
öèè, ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà è îáúåì àòîìíîé ÿ÷åéêè ñîîò-
âåòñòâåííî; α, β, a, b - èçâåñòíûå ÷èñëà. Çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ñïîíòàííîé ïîëÿðè-
çàöèè è òåíçîðîâ ñïîíòàííîé äåôîðìàöèè, âõîäÿùèõ â ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì, îò
óãëîâ ϕ, ψ çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ â ñèëó ãðîìîçäêîñòè ôîðìóë. Îñòàòî÷íûå ïàðàìåò-
ðû ìåíÿþò ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà. Ïîýòîìó îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ èíäóöèðîâàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà äåôîðìàöèé è âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè,
êàê ïîêàçàíî â [2], èìåþò âèä (3):

εe = S(ε0) : σ + dT (P0) · E,
De = d(P0) : σ +M(ε0) · E, (3)

ãäå óïðóãèå ïîäàòëèâîñòè, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ìîäóëè è äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöà-
åìîñòè çàâèñÿò îò îñòàòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûì îáðàçîì, ïðè÷åì

S(ε0) = S0 +K : ε0,
d(P0) = N1 · P0,
M(ε0) = M0 +M : ε0,

(4)

ãäå S0, M0 - óïðóãèå ïîäàòëèâîñòè è äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè òåðìè÷åñêè
äåïîëÿðèçîâàííîãî òåëà; K, N1, M - íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå òåíçîðû, êîìïîíåíòû
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êîòîðûõ ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ. Åñëè èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ Ôîéãõòà

Ŝ(ε0) =



Ŝ11 Ŝ12 Ŝ13 0 0 0

Ŝ12 Ŝ11 Ŝ13 0 0 0

Ŝ13 Ŝ13 Ŝ33 0 0 0

0 0 0 Ŝ44 0 0

0 0 0 0 Ŝ44 0

0 0 0 0 0 2(Ŝ11 − Ŝ12)


,

Ŝmn = Ŝ0mn + kεε03,

d̂mn = kpP0,

M̂mn = M̂omn + kMε03,

d̂(P0) =

 0 0 0 0 d̂15 0

0 0 0 d̂15 0 0

d̂31 d̂31 d̂33 0 0 0

 , M̂(ε0) =

 M̂11 0 0

0 M̂11 0

0 0 M̂33

 .

(5)

òî êîýôôèöèåíòû kε = Ŝmax
mn −Ŝ0mn

εsat
, kp = d̂max

mn

psat
, kM = M̂max

mn −M̂omn

εsat
îïðåäåëÿþò-

ñÿ ÷åðåç ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå, äîñòèãàåìîå â ñîñòîÿíèè íàñûùåíèÿ è
çíà÷åíèå â íåïîëÿðèçîâàííîì ñîñòîÿíèè.

Ïóñòü âíåøíèå ïàðàìåòðû, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ìåõàíè-
÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ èçìåíÿþòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó âî âðåìåíè: σ = σ̃ cosωt,
E = Ẽ cosωt. Òîãäà ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ σ̃, Ẽ áóäåì èìåòü áîëüøèå ïåòëè äè-
ýëåêòðè÷åñêîãî ãèñòåðåçèñà äëÿ îïðåäåëåíèÿ P0 è äåôîðìàöèîííîãî ãèñòåðåçèñà äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ε0, íåêîòîðûå êîìïîíåíòû êîòîðûõ ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1: Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïåòëÿ (ñëåâà) è äåôîðìàöèîííàÿ ïåòëÿ (ñïðàâà)

Êðóæêàìè ïîêàçàíû âîçìîæíûå ñëó÷àè îñòàòî÷íîé ïîëÿðèçàöèè è îñòàòî÷íîé äå-
ôîðìàöèè ïðè ñíÿòèè âíåøíèõ íàãðóçîê. Ïðè ýêñïëóàòàöèè ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ äàò-
÷èêîâ âíåøíèå íàãðóçêè (ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ) èìåþò
ìàëóþ èíòåíñèâíîñòü, ò.å. èõ àìïëèòóäû ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ ðåæèìàõ êîëåáàíèé íå
âûõîäÿò çà ðàìêè îòìå÷åííûõ âûøå êðóæêîâ. Íî äàæå äëÿ òàêèõ ðåæèìîâ íåîáðà-
òèìûå ïðîöåññû ïåðåïîëÿðèçàöèè èìåþò ìåñòî. È ýòî ïðèâîäèò ê ñèòóàöèÿì, èçîáðà-
æåííûì íà ðèñ. 2,3, ãäå äëÿ ïðèìåðà âûáðàíà âåðõíÿÿ òî÷êà äèýëåêòðè÷åñêîé ïåòëè
ãèñòåðåçèñà, è ïðàâàÿ òî÷êà äåôîðìàöèîííîé ïåòëè ãèñòåðåçèñà.

Èç (5) ïîëó÷àåì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû îñåé, êîãäà îñü Oz ñîâ-
ïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ïðåäâàðèòåëüíîé ïîëÿðèçàöèè:

εα = (Ŝ0αβ + kεαβε03)σβ + kpmαP0Em,

Dn = kpnαP0σα + (M̂onm + kMnmε03)Em.

Ïóñòü êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé èçìåíÿþòñÿ âî
âðåìåíè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó: σα = σ∗α cosωt, E∗n cosωt.
Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ óðàâíåíèÿ, ïðè óñëîâèè, ÷òî èìåþò ìåñòî ìàëûå ïåòëè
ãèñòåðåçèñà. Â ñèëó êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû îñòàòî÷íûå ïàðàìåòðû ïîëó÷àþò
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Ðèñ. 2: Ìàëàÿ ïåòëÿ äèýëåêòðè÷åñêîãî ãèñòåðåçèñà ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ.

Ðèñ. 3: Ìàëàÿ ïåòëÿ äåôîðìàöèîííîãî ãèñòåðåçèñà ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ.

íåêîòîðûå ïðèðàùåíèÿ: ε03 → ε03 +∆ε03, P0 → P0 +∆P0, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü
óðàâíåíèÿ â âèäå:

εα = (Ŝ0αβ + kεαβε03)σβ + kpmαP0Em + kεαβ∆ε03σβ + kpmα∆P0Em,

Dn = kpnαP0σα + (M̂onm + kMnmε03)Em + kpnα∆P0σα + kMnm∆ε03Em.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÿâíî âûäåëèëàñü ãðóïïà ñëàãàåìûõ ñ ìãíîâåííûìè ìîäóëÿìè è
ïîÿâèëàñü âòîðàÿ ãðóïïà ñ ïðèðàùåíèÿìè îñòàòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ. Ñëåäóÿ èäåÿì
ðàáîòû [4], àïïðîêñèìèðóåì ýòè ñëàãàåìûå ñëåäóþùèìè ôóíêöèÿìè:

kεαβ∆ε03σβ = ψαβ

√
1− σβ

σ∗β
σ∗β; kpmα∆P0Em = δmα

√
1− Em

E∗m
E∗m;

kMnm∆ε03Em = χmn

√
1− Em

E∗m
E∗m.

Â ñèëó ãàðìîíè÷åñêîãî ïðîöåññà èìååì:

kεαβ∆ε03σβ = ψαβσ
∗
β sinωt = ψαβσ̇β;

kpmα∆P0Em = δmαE
∗
m sinωt = δmαĖm;

kMnm∆ε03Em = χmnE
∗
m sinωt = χmnĖm;

Ïîñëå ÷åãî îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå Ìàêñâåëëà:

εα = (Ŝ0αβ + kεαβε03)σβ + ψαβσ̇β + kpmαP0Em + δmαĖm,

Dn = kpnαP0σα + δmασ̇α + (M̂onm + kMnmε03)Em + χmnĖm.

è ïîëó÷èòü òàíãåíñû óãëîâ ïîòåðü:

tgγαβ =
ψαβ

Ŝ0αβ + kεαβε03

; tgγmα =
δmα
kpmαP0

; tgγnm =
χmn

M̂onm + kMnmε03

.
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Âûâîäû: ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü ïîëÿðèçàöèè ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ìàëûå ïåòëè
äèýëåêòðè÷åñêîãî è äåôîðìàöèîííîãî ãèñòåðåçèñà (1), (2). Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ èíäóöèðîâàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ (3) è ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ôèçè-
÷åñêèõ ìîäóëåé îò îñòàòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ (4) ïîçâîëÿþò âûäåëèòü äîáàâî÷íûå ñëà-
ãàåìûå çà ñ÷åò ïðèðàùåíèÿ îñòàòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ. Àïïðîêñèìàöèÿ ýòèõ ôóíêöèé
ìàëûìè ïåòëÿìè ãèñòåðåçèñà ïîçâîëÿþò íàéòè òàíãåíñû óãëîâ ïîòåðü äëÿ êåðàìè-
÷åñêèõ ñðåä ÷åðåç ïàðàìåòðû ìàëûõ ïåòåëü ãèñòåðåçèñà, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïîñëå
ïðîâåäåíèÿ ðÿäà ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 17-08-00860-à).
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Ñèíòåç â ÿäðå îïåðàòîðà q-ñòîðîííåé ñâåðòêè

À.À. Òàòàðêèí, Þ.Ñ. Ñàðàí÷óê
Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Äàåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîë-
íèìîñòè èçâåñòíîé àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû äëÿ îäíîãî êëàññà
óðàâíåíèé òèïà ñâåðòêè.

The synthesis at the kernel of a q-sided convolution operator
A.A. Tatarkin

Kuban State University, Krasnodar, Russia
U. S. Saranchuk

Kuban State University, Krasnodar, Russia

Ïóñòü Ω0, Ω � âûïóêëûå îáëàñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ε > 0, Uε � êðóã
{z : |z| < ε}. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω0 + Uε ⊆ Ω è ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé O(Ω0), O(Uε), O(Ω0) è O(C) íàäåëåíû òîïîëîãèÿìè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà
êîìïàêòàõ. Âûáåðåì ôóíêöèþ f ∈ O(Ω) è ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë S íà
ïðîñòðàíñòâå O(Ω0). Îïåðàòîð ñäâèãà Th : f(z) → f(z + h) íà øàã h ∈ Uε äåéñòâóåò
èç ïðîñòðàíñòâà O(Ω) â ïðîñòðàíñòâî O(Ω0) è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ôóíêöèÿ

ψ(h) := 〈S, Th(f)〉

íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé ôóíêöèè f è ôóíêöèîíàëà S. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ S è ε îïå-
ðàòîð f → ψ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ñâåðòêè. Îí äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà O(Ω) â
ïðîñòðàíñòâî O(Uε) è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì [1, �6]. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

〈S, Th(f)〉 = 0, f ∈ O(Ω). (1)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ñâ¼ðòêè. Ýêñïîíåíöèàëüíûå ïîëèíîìû, óäîâëå-
òâîðÿþùèå îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (1), ïðèíÿòî íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ðåøå-
íèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñïðàâåäëèâà
àïïðîêñèìàöèîííàÿ òåîðåìà, åñëè ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå f ∈ O(Ω) ýòîãî óðàâíå-
íèÿ ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ýëåìåíòàðíûìè ðåøåíèÿìè â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà
O(Ω). Ñïðàâåäëèâîñòü àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû äëÿ óðàâíåíèÿ (1) äîêàçàíà â
ðàáîòå [1, òåîðåìà 6.1].

Ïóñòü q � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, A := (a0, .., aq−1), ATh � ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà O(Ω) â ïðîñòðàíñòâî O(Ω0)
ïî ïðàâèëó

f(z)→
q−1∑
k=0

akf(z + ωkqh),

ãäå ωq := exp 2πi
q
. Îïåðàòîð ATh ïðèíÿòî íàçûâàòü îïåðàòîðîì q-ñòîðîííåãî ñäâèãà

íà øàã h ∈ Uε. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð q-ñòîðîííåãî ñäâèãà ATh, ïðîèç-
âîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ O(Ω) è ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë S
íà ïðîñòðàíñòâå O(Ω0). Ôóíêöèÿ

ψA(h) := 〈S, ATh(f)〉
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íàçûâàåòñÿ q-ñòîðîííåé ñâåðòêîé ôóíêöèè f è ôóíêöèîíàëà S. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ
S è ε ëèíåéíûé îïåðàòîð

f → ψA(h) := 〈S, ATh(f)〉

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì q-ñòîðîííåé ñâåðòêè. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð q-ñòî-
ðîííåé ñâåðòêè äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà O(Ω) â ïðîñòðàíñòâî O(Uε) è ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì [2, �7]. Óðàâíåíèå

〈S, ATh(f)〉 = 0, f ∈ O(Ω), (2)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì q-ñòîðîííåé ñâåðòêè.
Èçâåñòíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèîííàÿ òåîðåìà äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ñïðàâåäëèâà, åñëè,

íàïðèìåð, a0 = ... = aq−1. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2) ðàâíîñèëüíî îäíîðîäíîìó
óðàâíåíèþ 〈

S,

q−1∑
k=0

f(z + ωkh)

〉
= 0, f ∈ O(Ω).

Ñïðàâåäëèâîñòü àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé äîêàçàíà â ðàáîòå
[2, òåîðåìà 7.1, ñëåäñòâèå 7.3]. Âîçíèêàåò âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè àïïðîêñèìàöèîí-
íîé òåîðåìû äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ a0, .., aq−1,
ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè Ω è ïðîèçâîëüíîãî ôóíêöèîíàëà S.

Íà äàííûé âîïðîñ ïîëó÷åí îòâåò â âèäå íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ
âûïîëíèìîñòè àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû. Ñôîðìóëèðóåì ýòî óñëîâèå.

Èçâåñòíî, ÷òî ATh ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì áåñêîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà

f(z)→
∞∑
n=0

bn
hn

n!
(Dnf)(z),

ãäå

bn :=

q−1∑
l=0

alω
ln
q , n ∈ {0, 1, ...}

è ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç Ω0. Çàìå÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû bn
çàâèñÿò îò n ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì, òî åñòü äëÿ ëþáîãî n ∈ Z+ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî bn+q = bn. Çíà÷èò, ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ b0, .., bq−1 åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ.

Îáîçíà÷èì nA := {n1, ..., nν} óïîðÿäî÷åííûé íàáîð öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
èç ìíîæåñòâà {0, .., q − 1}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1) 0 ≤ n1 < ... < nν ≤ 2;
2) åñëè n ∈ {n1, ..., nν}, òî bn 6= 0;
3) åñëè n 6∈ {n1, ..., nν}, òî bn = 0.
Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð öåëûõ ÷èñåë nA, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1)-3), áóäåì

íàçûâàòü èíäèêàòîðîì óðàâíåíèÿ.
Äîïîëíèì èíäèêàòîð nA := {n1, ..., nν} óðàâíåíèÿ îäíèì ýëåìåíòîì nν+1 := n1 +q.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíäèêàòîð nA := {n1, ..., nν} ïåðèîäè÷åí, åñëè

n2 − n1 = n3 − n2 = ... = nν+1 − nν .

Òåîðåìà 1. Àïïðîêñèìàöèîííàÿ òåîðåìà äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ q-ñòîðîííåé
ñâåðòêè ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáîì âûáîðå âûïóêëîé îáëàñòè Ω è ôóíêöèîíàëà S òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíäèêàòîð nA ýòîãî óðàâíåíèÿ ïåðèîäè÷åí.
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Ì.À.Õ. Óðòåíîâ, À.Â. Êîâàëåíêî
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Àííîòàöèÿ. Ýëåêòðîìåìáðàííûå ñèñòåìû ôóíêöèîíèðóþò ëèáî
â ïîòåíöèîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå, êîãäà çàäàåòñÿ ñêà÷îê ïîòåí-
öèàëà èëè â ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå, êîãäà çàäàåòñÿ ïëîò-
íîñòü òîêà. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðåíîñà â ïîòåíöèîäèíàìè÷å-
ñêîì ðåæèìå èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íåðíñòà-Ïëàíêà,
ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà. Â
ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ áûëè ïðåäëîæåíû ôîðìóëà è àëãîðèòì âû-
÷èñëåíèÿ âîëüòàìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè (ÂÀÕ) â ïîòåíöèîäèíà-
ìè÷åñêîì ðåæèìå óñòîé÷èâûé îòíîñèòåëüíî îøèáîê îêðóãëåíèÿ,
ðàññ÷èòàíû ÂÀÕ è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ íåêîòîðûìè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè ÂÀÕ, ñíÿòûìè â ïîòåíöèîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå. Îä-
íàêî, áîëüøèíñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ÂÀÕ èçìåðåíî äëÿ ãàëü-
âàíîäèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà, äëÿ êîòîðîãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è, ñîîòâåòñòâåííî, àëãîðèòìà ðàñ÷åòà
ÂÀÕ. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿþòñÿ ïðîáëåìû âûâîäà óðàâíåíèé è
êðàåâûõ óñëîâèé, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðåíîñà èîíîâ ñîëè â äèôôó-
çèîííîì ñëîå â ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå è àëãîðèòìà ðàñ÷å-
òà ÂÀÕ. Ðåøåíèþ ýòèõ ïðîáëåì ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.
Â ðàáîòå âûâåäåíî íîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà, êîòîðîå
ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè Íåðíñòà-Ïëàíêà è èçâåñòíîé ôîðìóëîé
äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü è àëãîðèòì ðàñ÷åòà âîëüòàìïåðíîé õà-
ðàêòåðèñòèêè â äèôôóçèîííîì ñëîå âîçëå èîíîîáìåííîé ìåìáðàíû
äëÿ îäíîìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî ïåðåíîñà èîíîâ ñîëè â ãàëüâàíî-
äèíàìè÷åñêîì ðåæèìå. Äëÿ áèíàðíîé ñîëè ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ
çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ.

Mathematical modeling galvanochemical mode in
electro-membrane systems in the di�usion layer

M.A.H. Urtenov
Kuban state University, Krasnodar, Russia

A.V. Kovalenko
Kuban state University, Krasnodar, Russia
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Ââåäåíèå. Ýëåêòðîìåìáðàííûå òåõíîëîãèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ÷èòàþòñÿ êðèòè-
÷åñêè âàæíûìè òåõíîëîãèÿìè. Îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ àêòóàëüíûõ çà-
äà÷, êàê ñîçäàíèå áåçîòõîäíûõ òåõíîëîãèé, âêëþ÷àÿ î÷èñòêó ñòî÷íûõ âîä, íàïðèìåð,
ãàëüâàíè÷åñêîãî ïðîèçâîäñòâà, ñîäåðæàùèõ èîíû òÿæåëûõ ìåòàëëîâ (öèíê, ñâèíåö,
êàäìèé è äð.). Îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïåðåíîñà
èîíîâ ñîëè â ìåìáðàííûõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ÂÀÕ),
êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå îïòèìàëüíîé êîíñòðóêöèè è âûáîðå òåõíîëî-
ãè÷åñêîãî ðåæèìà ðàáîòû, îöåíêå ñîîòâåòñòâèÿ òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
ÂÀÕ. Èìåííî, èñïîëüçóÿ ÂÀÕ, ââîäÿòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ òàêèõ êðèòè-
÷åñêèõ òîêîâ, êàê ïðåäåëüíûé òîê, ýêçàëüòàöèîííûé òîê è òîê Õàðêàöà, òîê, ïðè
êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ýëåêòðîêîíâåêöèÿ è òàê äàëåå. Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [1] áûëè
ïðåäëîæåíû ôîðìóëà è àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âîëüòàìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè (ÂÀÕ)
â ïîòåíöèîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå óñòîé÷èâûé îòíîñèòåëüíî îøèáîê îêðóãëåíèÿ, ðàñ-
ñ÷èòàíû ÂÀÕ è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ íåêîòîðûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ÂÀÕ, ñíÿ-
òûìè â ïîòåíöèîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå. Îäíàêî, áîëüøèíñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
ÂÀÕ èçìåðåíî äëÿ ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà, äëÿ êîòîðîãî â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ íåò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è, ñîîòâåòñòâåííî, àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ÂÀÕ. Òàêèì
îáðàçîì, ïîÿâëÿþòñÿ ïðîáëåìû âûâîäà óðàâíåíèé è êðàåâûõ óñëîâèé, äëÿ ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ïåðåíîñà èîíîâ ñîëè â äèôôóçèîííîì ñëîå â ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå
è àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ÂÀÕ. Â ðàáîòå âûâåäåíî íîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà,
êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè Íåðíñòà-Ïëàíêà è èçâåñòíîé ôîðìóëîé äëÿ íà-
ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ [2] ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü
è àëãîðèòì ðàñ÷åòà âîëüòàìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè â äèôôóçèîííîì ñëîå âîçëå èîíî-
îáìåííîé ìåìáðàíû äëÿ îäíîìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî ïåðåíîñà ïðîèçâîëüíîé ñîëè â
ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå. Ðàññìîòðåíû óïðîùåíèÿ, êîòîðûå âîçìîæíû â ÷àñò-
íûõ ñëó÷àÿõ ñòàöèîíàðíîãî ïåðåíîñà, à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ëîêàëüíîé
ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò
ñ óðàâíåíèÿìè èç ðàáîò [3], ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ïåðåíîñà èîíîâ ñîëè â äèôôóçèîííîì ñëîå â ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêîì ðåæè-
ìå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì îòäàþùèé äèôôóçèîííûé ñëîé âîçëå èîíîîá-
ìåííîé ìåìáðàíû. Ïóñòü H � øèðèíà äèôôóçèîííîãî ñëîÿ, x = 0 � ñîîòâåòñòâóåò
ãëóáèíå ðàñòâîðà, x = H � ñîîòâåòñòâóåò óñëîâíîé ìåæôàçíîé ãðàíèöå èîíîîáìåí-
íàÿ ìåìáðàíà/ðàñòâîð, t ≥ 0 � âðåìÿ.

Ìàññîïåðåíîñ ïðîèçâîëüíîé ñîëè â ýëåêòðîìåìáðàííûõ ñèñòåìàõ â äèôôóçèîí-
íîì ñëîå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè [2]:

ji =
F

RT
ziDiCiE −Di

dCi
dx

, i = 1, ..., n (1)

∂Ci
∂ t

= − d

dx
ji, i = 1, ..., n (2)

ε
d

dx
E = F

n∑
i=1

ziCi. (3)
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I = F
n∑
i=1

ziji (4)

ãäå E = − ∂
∂x
ϕ.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî óðàâíåíèå (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïîòåíöèàëà, ýòà ñèñòåìà óäîáíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîòåíöèîäèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà.
Íî îíà íåóäîáíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà è ñîîòâåòñòâåí-
íî ðàñ÷åòà ÂÀÕ, òàê êàê íå ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà.
Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ âûâîä òàêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ôîðìóëû è àë-
ãîðèòìà ðàñ÷åòà ÂÀÕ.

1. Âûâîä ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêî-
ãî ðåæèìà

Äëÿ âûâîäà ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêîãî ðå-
æèìà íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ äîëæíà
çàìåíèòü ôîðìóëó (4)

� âûâåñòè óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà, êîòîðîå äîëæíî çàìåíèòü óðàâíåíèå
(3).

1) Âûâîä ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âìåñòî
óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè òîêà.

Èç (1) è (4), èìååì:

I = F (
F

RT
E

n∑
i=1

z2
iDiCi −

d

dx

n∑
i=1

ziDiCi),

ñëåäîâàòåëüíî

E =
RT

F 2
∑n

i=1 z
2
iDiCi

I +
RT

F
∑n

i=1 z
2
iDiCi

n∑
i=1

ziDi
d

dx
Ci (5)

Òàê êàê χ(!) = F 2

RT

∑n
i=1 z

2
iDiCi, - ïðîâîäèìîñòü ðàñòâîðà, RÎì(C) = 1/χ(C) - Îìè÷å-

ñêîå ñîïðîòèâëåíèÿ, òî (5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [2]:

E = RÎì(C)I + FRÎì(C)
n∑
i=1

ziDi
d

dx
Ci (6)

2) Âûâîä óðàâíåíèé äëÿ êîíöåíòðàöèé:
Äèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (1) è çàìåíèì ∂

∂E
E èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (3), òîãäà

ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì:

ε
∂

∂t
Ci = εDi

∂2Ci
∂x2

− ε F
RT

ziDi(RÎì(C)I+

FRÎì(C)
n∑
i=1

ziDi
d

dx
Ci)

∂Ci
∂E
−− F

2

RT
ziDiCi

n∑
i=1

ziCi, i = 1, ..., n (7)

Óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà äëÿ ïàð-
öèàëüíûõ êîíöåíòðàöèé Ci, çàâèñÿùèì íå òîëüêî îò êîíöåíòðàöèé Ci, íî è îò ïëîò-
íîñòè òîêà I. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî òåïåðü âûâåñòè óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà.

3) Âûâîä óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè òîêà âìåñòî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
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Ïîäñòàâèì (6) â óðàâíåíèå Ïóàññîíà (3), òîãäà ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà I:

ε
d

dx
(RÎì(C)I) = −εF d

dx
(RÎì(C)

n∑
i=1

ziDi
d

dx
Ci )) + F

n∑
i=1

ziCi (8)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (7), (8) ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-
íî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé Ci, ji, i = 1, ..., n, I è îíà ìîäåëèðóåò ãàëüâàíîäèíàìè÷å-
ñêîì ðåæèì. Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) �(4),
èñïîëüçóåìûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîòåíöèîäèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà.

4) Àëãîðèòì ðàñ÷¼òà ÂÀÕ
à) Çàäàåòñÿ íåêîòîðûé òåìï ðîñòà α ïëîòíîñòè òîêà I(t,H) íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå

ðàñòâîð/èîíîîáìåííàÿ ìåìáðàíà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ I0:

I(t,H) = I0 + α · t

á) Ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (7), (8) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè è íàõîäÿòñÿ êîíöåíòðàöèè Ci, i = 1, ..., n è ïëîòíîñòü òîêà I(t, x)

â) Ðàññ÷èòûâàåòñÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ïî ôîðìóëå (6)
ã) Íàõîäèòñÿ ñêà÷îê ïîòåíöèàëà ïî ôîðìóëå ∆ϕ = −

∫ h
0
E(t, s)ds

2. Ìîäåëèðîâàíèå ãàëüâàíîñòàòè÷åñêîãî ðåæèìà â ñòàöèîíàðíîì ñëó-
÷àå

Â ãàëüâàíîñòàòè÷åñêîì ðåæèìå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ïîòîêè ïîñòîÿííû è ïî-
ýòîìó àëãîðèòì ðàñ÷åòà ÂÀÕ çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ.

Àëãîðèòì ðàñ÷åòà ÂÀÕ
à) Çàäàåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé Il, l = 1, ...,m,
á) Ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (7) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè è I = Il,

íàõîäÿòñÿ Ci, i = 1, ..., n,
â) Ðàññ÷èòûâàåòñÿ E ïî ôîðìóëå

E = RÎì(C)I + FRÎì(C)
n∑
i=1

ziDi
d

dx
Ci ,

ã) Íàõîäèòñÿ ñêà÷îê ïîòåíöèàëà ïî ôîðìóëå ∆ϕl = −
∫ h

0
E(t, s)ds.

Íàáîð (∆ϕl, Il), l = 1, ...,m ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíóþ âîëüòàìïåðíóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó.

3. Ìîäåëèðîâàíèå ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèÿ ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (7), (8) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè, òàê êàê ïðè

∑n
i=1 ziCi = 0, òî ïîòîêè ìîãóò çàâèñèò îò x,

íî, ïëîòíîñòü òîêà íå çàâèñèò îò x, ò.å. I = I(t)
Ïëîòíîñòü òîêà I(t) ïðè ðàñ÷åòå ÂÀÕ çàäàåòñÿ.
Êðîìå òîãî, ñîîòíîøåíèå

∑n
i=1 ziCi = 0 ïîçâîëÿåò íàéòè îäíó èç êîíöåíòðàöèé

åñëè èçâåñòíû n − 1 êîíöåíòðàöèè, íàïðèìåð, åñëè èçâåñòíû Ci, i = 1, ..., n − 1, òî
Cn = − 1

zn

∑n−1
i=1 ziCi. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé

äîëæíî áûòü n− 1, ïîýòîìó èç (7) ïîëó÷àåì :

ε
∂

∂t
!i = εDi

∂2Ci
∂x2

− ε F
RT

ziDiE
∂Ci
∂E

, i = 1, ..., n− 1 (9)

ãäå E îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (6).
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Óðàâíåíèå (8) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.
Àëãîðèòì ðàñ÷åòà ÂÀÕ
à) Çàäàåòñÿ íåêîòîðûé òåìï ðîñòà α ïëîòíîñòè òîêà I(t), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

çíà÷åíèÿ I0:
I(t) = I0 + α · t

á) Ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) è íàõîäÿòñÿ êîíöåíòðàöèÿ Ci, i = 1, ..., n− 1,
âû÷èñëÿåòñÿ Cn ïî ôîðìóëå !n = − 1

zn

∑n−1
i=1 ziCi.

â) Ðàññ÷èòûâàåòñÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî ôîðìóëå (6).
ã) Íàõîäèòñÿ ñêà÷îê ïîòåíöèàëà ïî ôîðìóëå ∆ϕ = −

∫ h
0
E(t, s)ds.

Äëÿ áèíàðíîãî ýëåêòðîëèòà óðàâíåíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ èç-çà âîçìîæíî-
ñòè ââåäåíèÿ ýêâèâàëåíòíîé êîíöåíòðàöèè [1].

Çàêëþ÷åíèå.
Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èîíîâ ñîëè â äèôôóçèîííîì ñëîå

â ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå è àëãîðèòì ðàñ÷åòà ÂÀÕ ìîãóò ñëóæèòü ìàòåìà-
òè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïåðåíîñîâ èîíîâ ñîëè â
ìåìáðàííûõ ñèñòåìàõ, â ïðèáîðàõ è óñòðîéñòâàõ, èñïîëüçóþùèå èîíîîáìåííûå ìåì-
áðàíû. Â äàëüíåéøåì íåîáõîäèìî îáîáùèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû íà ìîäåëèðîâàíèå
ãàëüâàíîäèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà ïåðåíîñà èîíîâ ñîëè â äèôôóçèîííîì ñëîå, ñ ó÷å-
òîì ðåàêöèè äèññîöèàöèè/ðåêîìáèíàöèè ìîëåêóë âîäû, òåìïåðàòóðíûõ ýôôåêòîâ, â
òîì ÷èñëå äæîóëåâûì íàãðåâîì ðàñòâîðà [3, 4].

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ
íàó÷íîãî ïðîåêòà 19-08-00252 À ¾Òåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èñ-
ñëåäîâàíèå âîëüòàìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðîìåìáðàííûõ ñèñòåì¿
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Ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äèñêðåòíî-ðàñïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà

À.Õ. Õèáèåâ
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè, Íàëü÷èê, Ðîññèÿ

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ
â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà � 19-31-90094

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðà-
âåíñòâ ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ òðåòüåé êðàåâîé çà-
äà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äèñêðåòíî - ðàñïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà
ñ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè ïàìÿòè. Ïîñòðîåí ðàçíîñòíûé àíàëîã
äðîáíîé ïðîèçâîäíîé äèñêðåòíî - ðàñïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà ñ îáîá-
ùåííûìè ôóíêöèÿìè ïàìÿòè (àíàëîã ôîðìóëû L1 ). Èññëåäîâàíû
îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà è íà åãî îñíîâå
ïîñòðîåííû ðàçíîñòíûå ñõåìû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ àï-
ïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è ïîðÿäêà 2 − α0

ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ïðåäëîæåííûõ
ðàçíîñòíûõ ñõåì, à òàêæå èõ ñõîäèìîñòü â ñåòî÷íîé L2 - íîð-
ìå ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ïîðÿäêó ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè. Äî-
ñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàþò ÷èñëåííûå
ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå äëÿ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.

Di�erence methods for solving the third boundary value problem
for the multi-term time-fractional di�usion equation

A.Kh. Khibiev
Institute of applied mathematics and automation, Nalchik, Russia

Funding: The reported study was funded by RFBR, project number 19-31-90094

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ õîðî-
øèì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ è õèìè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðåäûñòîðèþ (ïàìÿòü) ïðîöåñ-
ñà [1, 2] . Õàðàêòåðèñòèêàìè, ó÷èòûâàþùèìè ïàìÿòü â òàêèõ óðàâíåíèÿõ, ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèè ïàìÿòè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÿäðà èíòåãðàëîâ, îïðåäåëÿþùèõ îïå-
ðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðî - äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äëÿ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðî
- äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ. Ïîêàçàòåëü ñòåïåííîé
ôóíêöèè ïàìÿòè îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé è ñâÿçàí ñ ôðàêòàëüíîé ðàçìåð-
íîñòüþ ñðåäû, â êîòîðîé ïðîòåêàåò èññëåäóåìûé ïðîöåññ. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïè-
ñàíèÿ ïðîöåññà â íåîäíîðîäíûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ, èñïîëüçóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè ðàñïðåäåëåííûõ ïîðÿäêîâ [3, 4]. Äëÿ îïèñà-
íèÿ áîëåå ñëîæíûõ ïðîöåññîâ ìîãóò ïðèâëåêàòüñÿ ôóíêöèè ïàìÿòè, áîëåå ñëîæíîé
ñòðóêòóðû, ÷åì ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.

Óðàâíåíèå äèôôóçèè è óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Ñìîëóõîâñêîãî ñ îáîáùåííîé
ôóíêöèåé ïàìÿòè áûëè èçó÷åíû â [5]. Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå
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ôóíêöèè ïàìÿòè â îáîáùåííîì óðàâíåíèè äèôôóçèè èìååò ðàçëè÷íûå ôîðìû, êî-
òîðûå ìîãóò îïèñàòü øèðîêèé ñïåêòð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ÿâëåíèé.

Â ðàáîòàõ[6, 7, 8, 9, 10, 11, 12], ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ, áûëè ïîëó÷å-
íû àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé è òðåòüåé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
äèôôóçèè äðîáíîãî, ïåðåìåííîãî è ðàñïðåäåëåííîãî ïîðÿäêîâ êàê äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ, òàê è äëÿ ðàçíîñòíûõ çàäà÷. Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, â ðàáîòå [13]
ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ðàçíîñòíûõ çàäà÷ àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèå
äèôôóçèè äðîáíîãî ïî âðåìåíè ïîðÿäêà.

Â ïðÿìîóãîëüíèêå Q̄T = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T} ðàññìîòðèì òðåòüþ êðàåâóþ çà-
äà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äèñêðåòíî - ðàñïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà ñ îáîáùåííûìè
ôóíêöèÿìè ïàìÿòè è ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

P
(α)
(λ) (∂0t)u = Lu+ f(x, t), 0 < x < 1, 0 < t ≤ T, (1){

k(0, t)ux(0, t) = κ1(t)u(0, t)− µ1(t),

−k(1, t) = ux(1, t) = κ2(t)u(1, t)− µ2(t), 0 ≤ t ≤ T,
(2)

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ 1, (3)

Äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (1)-(3) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà

P
(α−1)
(λ) (D0t)‖u(·, t)‖2

0+

t∫
0

‖ux(·, η)‖2
0dη ≤M

 t∫
0

(‖f(·, η)‖2
0 + µ2

1(η) + µ2(η))dη + ‖u0‖2
0

 .

(4)
Èç àïðèîðíîé îöåíêè (4) ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (1)-(3) îò âõîäíûõ äàííûõ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó:

P
(α)
(λ) (∆0tj+1

) yi = Λyj+1
i + ϕj+1

i , i = 0, 1, . . . , N, j = 0, 1, . . . ,M − 1, (5)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ω̄h, (6)

ãäå

Λy =


2
h
(a1yx − κ̃1y), i = 0

(ayx̄)x − dy, 1 ≤ i ≤ N − 1

− 2
h
(aNyx − κ̃2y), i = N

,

ϕ =


2
h
µ̃1(tj+1), i = 0

f(xi, tj+1), 1 ≤ i ≤ N − 1
2
h
µ̃2(tj+1), i = N

,

ãäå aj+1
i = k(xi−1/2, tj+1), dj+1

i = q(xi, tj+1), κ̃1 = κ1 + 0.5hd0, κ̃2 = κ2 + 0.5hdN , µ̃1 =
µ1 + 0.5hf0, µ̃2 = µ2 + 0.5hfN .

Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) äîñòàòî÷íî ãëàäêîå, òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (5)-(6) èìååò
ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè O(τ 2−α0 + h2), è äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
àïðèîðíàÿ îöåíêà

j∑
s=0

(‖ys+1
x̄ ]|20 + (ys+1

0 )2 + (ys+1
N )2)τ ≤M

(
j∑
s=0

((µ̄s+1
1 )2 + (µ̄s+1

2 )2 + ‖ϕs+1‖2
0)τ + |[u0]|20

)
,

(7)
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ãäå M > 0 èçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò h è τ .
Èç îöåíêè (7) ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (5)-

(6) ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1)-(3).
Íà áàçå ðàçíîñòíîé ñõåìû (5)-(6) ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû òåñòîâûõ çàäà÷,

ïîäòâåðæäàþùèå ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.
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Îá îïðåäåëåíèè îïåðàòîðà ñèììåòðè÷íîé ñâåðòêè

À.Á. Øèøêèí
Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíèÿ ïî ñïåêòðàëüíîìó ñèíòåçó â ïðî-
ñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé òåñíî ñâÿçàíû ñ îïåðàòîðàìè
òèïà ñâåðòêè. Â ýòîé çàìåòêå äàíî îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ñèì-
ìåòðè÷íîé ñâåðòêè è îïèñàíî òî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýòî-
ãî îïåðàòîðà â êëàññè÷åñêîé ñèòóàöèè.

On the de�nition of a symmetric convolution operator
A.B. Shishkin

Kuban State University, Krasnodar, Russia

Ïóñòü π(z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1. Ñ÷èòàåì, ÷òî îíà
îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîé êîíñòàíòû. Çíà÷èò, π(C) = C. Ýëåìåíòû êîëüöà C[π(z)]
ðàññìàòðèâàåì êàê öåëûå ôóíêöèè îò z, êîòîðûå ïî óñëîâèÿì íà ôóíêöèþ π(z) èìå-
þò ìèíèìàëüíûé òèï ïðè ïîðÿäêå 1. Öåëàÿ ôóíêöèÿ ψ íàçûâàåòñÿ öåëîé π-ñèììåò-
ðè÷íîé, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè g ◦π, ãäå g � öåëàÿ ôóíêöèÿ [1].
Ôóíêöèè èç êîëüöà C[π(z)] ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè öåëûìè π-ñèììåòðè÷íûìè ôóíê-
öèÿìè. Áóäåì íàçûâàòü èõ π-ñèììåòðè÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ öå-
ëûõ π-ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì Oπ(C). Òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå Oπ(C)
èíäóöèðóåòñÿ èç ïðîñòðàíñòâà öåëûõ ôóíêöèé O(C). Ëèíåéíîå è íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå

sym : O(C)→ Oπ(C)

íàçîâåì îïåðàòîðîì π-ñèììåòðèçàöèè, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
10: sym 1 = 1;
20: symC[λ] = C[π(z)].
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Ïóñòü ε′ > 0 è Ω0,Ω � îäíîñâÿçíûå îáëàñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèþ Ω0 + Uε′ ⊆ Ω. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð π-ñèììåòðèçàöèè
sym è òî÷êó h ∈ Uε′ . Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

f(z)→
∞∑
n=0

sym(ehξ)(n)(0)

n!
f (n)(ζ)

ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé sym(ehξ) îáîçíà÷èì ñèìâîëîì symTh. Îïåðàòîð
symTh äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà O(Ω) â ïðîñòðàíñòâî O(Ω0) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà óêàçàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç Ω0 ïðè ëþáîì âûáîðå f èç
O(Ω). Îïåðàòîð symTh íàçûâàþò îïåðàòîðîì π-ñèììåòðè÷íîãî ñäâèãà (íà øàã h),
åñëè îí äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà O(Ω) â ïðîñòðàíñòâî O(Ω0) è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì [2]. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà π-ñèììåòðè÷íîãî
ñäâèãà symTh, ëþáîãî h ∈ Uε′ è ëþáûõ ζ ∈ Ω0 è λ ∈ C âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

symTh(e
λz)(ζ) = eλζ

∞∑
n=0

sym(ehξ)(n)(0)

n!
λn = eλζ sym(ehξ)(λ).

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð π-ñèììåòðè÷íîãî ñäâèãà symTh, ïðîèçâîëüíûå
ôóíêöèè ϕ ∈ P (Ω0) è f ∈ O(Ω) è ïðîèçâîëüíîå ε ∈ (0, ε′). Äóàëüíûé ôóíêöèîíàë ϕ̂
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó O∗(Ω0). Çíà÷èò, symTh(f) ∈ O(Ω0) äëÿ ëþáûõ f ∈ O(Ω)
è h ∈ Uε. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êðóãå Uε îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ 〈ϕ̂, symTh(f)〉, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ π-ñèììåòðè÷íîé ñâåðòêîé ôóíêöèè f è ôóíêöèîíàëà ϕ̂. Ïðè ýòîì íà
ïðîñòðàíñòâå O(Ω) îïðåäåëåí ëèíåéíûé îïåðàòîð

symMϕ̂ : O(Ω)→ CUε | f → 〈ϕ̂, symTh(f)〉 .

Åñëè ïðè ëþáîì ε ∈ (0, ε′) ëèíåéíûé îïåðàòîð symMϕ̂ äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà
O(Ω) â ïðîñòðàíñòâî O(Uε) ⊆ CUε è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, òî åãî íàçûâàþò îïåðà-
òîðîì π-ñèììåòðè÷íîé ñâåðòêè [2].

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ëèíåéíûé îïåðàòîð symMϕ̂ ÿâëÿåòñÿ îïå-
ðàòîðîì π-ñèììåòðè÷íîé ñâåðòêè ïðè ëþáîì âûáîðå îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé Ω0 è Ω,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ω0 + Uε′ ⊆ Ω, è ôóíêöèè ϕ ∈ P (Ω0). Ñïðàâåäëèâî ñëåäó-
þùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ëèíåéíûé îïåðàòîð symMϕ̂ ÿâëÿëñÿ îïåðàòî-
ðîì π-ñèììåòðè÷íîé ñâåðòêè ïðè ëþáîì âûáîðå îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé Ω0 è Ω,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ω0 + Uε′ ⊆ Ω, è ôóíêöèè ϕ ∈ P (Ω0), íåîáõîäèìî, à åñëè
öåëûå ôóíêöèè sym (ξn), n ∈ Z+ èìåþò ìèíèìàëüíûé òèï ïðè ïîðÿäêå 1, òî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè ëþáîì ε ∈ (0, ε′) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

lim
n→∞,λ→∞

1

n

(
|sym(ξn)(λ)|

exp ε |λ|

) 1
n

≤ 1

εe
.

Âûïîëíåíèå óêàçàííîãî íåðàâåíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε0 ∈ (0, ε) íàéäóòñÿ
òàêèå N ∈ N è R > 0, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N âíå êðóãà |λ| < R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|sym(ξn)(λ)| ≤
(
n

ε0e

)n
eε|λ|.
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Àííîòàöèÿ. We are studying equilibrium states and forms of
liquid drops pending from the plane. We introduce new functionals
yielding Gauss curvature under variation of the admissible surfaces. We
formulate variational problems and prove existence of its solutions.

On equilibrium of pending drop

E.A. Shcherbakov
Kuban State University, Krasnodar, Russia

M.E. Shcherbakov
Kuban State University, Krasnodar, Russia

Ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà èçó÷àþòñÿ ðàâíîâåñíûå ôîðìû îñåñèììåò-
ðè÷íûõ æèäêèõ êàïåëü. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìîäåëè íàìè ïðèíèìàåòñÿ âî
âíèìàíèå ïðîìåæóòî÷íûé ñëîé, ðàçäåëÿþùèé æèäêóþ è ãàçîîáðàçíóþ ôàçû, à òàê-
æå óïðóãîñòü ýòîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ. Âëèÿíèå ïîñëåäíåãî ôàêòîðà ó÷èòûâàåò-
ñÿ èíòåãðàëîì îò êâàäðàòà ñðåäíåé êðèâèçíû äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòè. Â ïîñëåäíåå
âðåìÿ òàêîãî ðîäà ôóíêöèîíàë ñòàë øèðîêî èçâåñòåí â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèÿìè òàê
íàçûâàåìûõ ïîâåðõíîñòåé Óèëëìîðà. Íåîïðåäåë¼ííîñòü ïîâåäåíèÿ ýòîãî ôóíêöèî-
íàëà ïðè ñèììåòðèçàöèè îáëàñòåé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàñøèðåíèÿ êëàññà
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äîïóñòèìûõ ïîâåðõíîñòåé. Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ïîâåðõíîñòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ
îñåñèììåòðè÷íûå ïîâåðõíîñòè, îáðàçóþùèå êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñïðÿìëÿåìûìè êðè-
âûìè, ñîñòàâëåííûìè èç ñ÷¼òíîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ äóã, îäíè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ãðàôèêàìè ôóíêöèé, îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ëåæàò íà îñè ñèììåòðèè, à îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ äðóãèõ - íà ïðÿìîé îðòîãîíàëüíîé îñè ñèììåòðèè â ìåðèäèîíàëüíîé
ïëîñêîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââîäÿòñÿ äâà òèïà ôóíêöèíàëîâ, âàðèàöèè êîòîðûõ îïðå-
äåëÿþòñÿ ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü x = x (s) , y = y (s) , s ∈ [0, l]−åñòåñòâåííîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëå-
íèå îáðàçóþùåé äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòè. Ôóíêöèîíàë ïåðâîãî òèïà èìååò âèä

2π

∫ l

0

f (ẏ) ds

à ôóíêöèîíàë âòîðîãî òèïà èìååò âèä

2π

∫ l

0

f ∗ (ẋ) ds

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñâîåãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

d2f

dτ 2

√
1− τ 2 − df

dτ

τ√
1− τ 2

+ f
1√

1− τ 2
= −1

Â êëàññå äîïóñòèìûõ ïîâåðõíîñòåé ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à î ìèíèìóìå ýíåðãèè
êàïèëëÿðíûõ ñèë, àäãåçèè, ãðàâèòàöèîííûõ ñèë, ýíåðãèè ôîðìèðîâàíèÿ ïðîìåæó-
òî÷íîãî ñëîÿ, à òàêæå åãî óïðóãîé ýíåðãèè. Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
âàðèàöèîííîé çàäà÷è è èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðåíåáðåãàåòñÿ
ïðîìåæóòî÷íûé ñëîé è åãî óïðóãàÿ ýíåðãèÿ.
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4. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè-

êè â âûñøåé øêîëå
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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïîêàçàíû âîçìîæíîñòè ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà â
ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ êîìïåòåíòíîñòåé ñòó-
äåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

Ìàòåìàòèêà êàê îäíà èç ôóíäàìåíòàëüíûõ íàóê èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå íå òîëü-
êî â ôîðìèðîâàíèè ìûøëåíèÿ, ðàçâèòèÿ ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, íî åùå è â ôîð-
ìèðîâàíèè ïðîôåññèîíàëüíîé êîìïåòåíòíîñòè îáó÷àþùèõñÿ. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà âûïóñêíèêà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ åãî áóäóùåé ïðîôåññèî-
íàëüíîé æèçíè, òàê êàê èìåííî ôóíäàìåíòàëüíûå çíàíèÿ îáåñïå÷èâàþò âûïóñêíèêó
âîçìîæíîñòü ïîíèìàòü è îñâàèâàòü íîâóþ òåõíèêó è òåõíîëîãèè, íîâûå ïðèíöèïû
îðãàíèçàöèè ïðîèçâîäñòâà [1]. Â ñèñòåìå âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ
ïðåïîäàâàòåëü âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ çàíÿòèÿ áóäåò ñîçäàâàòü óñëîâèÿ äëÿ ôîðìè-
ðîâàíèÿ îáùèõ è ïðîôåññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé. Ïðîôåññèîíàëüíûå êîìïåòåíöèè
� ýòî ñïîñîáíîñòü äåéñòâîâàòü íà îñíîâå èìåþùèõñÿ óìåíèé, çíàíèé è ïðàêòè÷å-
ñêîãî îïûòà â ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èõ ôîðìèðîâàíèå
ïðîôåññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé íàïðàâëåíî íà ðàçâèòèå ñïîñîáíîñòè ðåøàòü çàäà÷è
ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Ïðîôåññèîíàëüíûå êîìïåòåíöèè ñîîòâåòñòâóþò îñíîâíûì âèäàì ïðîôåññèîíàëü-
íîé äåÿòåëüíîñòè êâàëèôèöèðîâàííîãî ñïåöèàëèñòà. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ïëàíèðîâàíèè öåëåé è çàäà÷ ó÷åáíîãî çàíÿòèÿ, òðåáîâàíèÿ ê
ôîðìóëèðîâêå, ê ïðîôåññèîíàëüíîé íàïðàâëåííîñòè ó÷åáíîãî ïðîöåññà, ê âèäàì äåÿ-
òåëüíîñòè è òåõíîëîãèÿì îáó÷åíèÿ. Öåëè ó÷åáíîãî çàíÿòèÿ íåîáõîäèìî ïëàíèðîâàòü
òàê, ÷òîáû îíè áûëè ðåàëüíû, äîñòèæèìû è ïðèâÿçàíû ê ó÷åáíîìó ìàòåðèàëó.

Íàâûêè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íàâûêè ïðèìåíå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé íà ïðàêòèêå, ñëåäîâàòåëüíî, êàê ôîðìèðîâàíèå ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîé êîìïåòåíöèè âûïóñêíèêà. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðèêëàäíûõ
çàäà÷ ïî ñïåöèàëüíîñòè ïîçâîëÿåò ñîåäèíèòü òåîðåòè÷åñêèå çíàíèÿ ñòóäåíòîâ ñ èõ
ïîòðåáíîñòÿìè, ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü èñêàòü ïóòè ðàñøèðåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ
çíàíèé â áóäóùåé ñïåöèàëüíîñòè íåïîñðåäñòâåííî â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ [3].

Çàäàíèÿ, èìåþùèå ïðèêëàäíóþ íàïðàâëåííîñòü, ôîðìèðóþò ó ñòóäåíòîâ ñòèëü
ìûøëåíèÿ, íåîáõîäèìûé îáðàçîâàííîìó ñïåöèàëèñòó, à òàê æå óìåíèÿ îöåíèâàòü ïî-
ëó÷åííûé ðåçóëüòàò, ñðàâíèâàòü, àíàëèçèðîâàòü, êîíòðîëèðîâàòü ïðàâèëüíîñòü ïî-
ëó÷åííûõ âûâîäîâ, ïðîãíîçèðîâàòü èñõîä ýêñïåðèìåíòà, îöåíèâàòü ñòåïåíü èõ îáîñ-
íîâàíèÿ. Â ðàìêàõ äèñöèïëèíû ¾ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ ðàññìàòðèâàþòñÿ
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ñëåäóþùèå ðàçäåëû ïðàêòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ: ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, äèíà-
ìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à, ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâà-
íèÿ, òåîðèÿ èãð. Âñå ðàçäåëû ÿâëÿþòñÿ ðàçíîõàðàêòåðíûìè, è âìåñòå ñ òåì îõâàòû-
âàþò ïðîôåññèîíàëüíûå êîìïåòåíöèè ïðîôèëÿ ¾ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿.

Øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ âàæíûì íàïðàâëåíè-
åì ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ àíàëèçà. Êîíêðåòèçàöèÿ äàííûõ èëè ïðåäñòàâëåíèå èõ â âèäå
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîìîãàåò âûáðàòü íàèìåíåå òðóäî¼ìêèé ïóòü ðåøåíèÿ, ïî-
âûøàåò ýôôåêòèâíîñòü àíàëèçà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîöåññû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
îïèðàþòñÿ íà äîñòàòî÷íî øèðîêèé êðóã ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ìîäåëåé.

Èçó÷åíèå äèñöèïëèíû ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ íàïðàâëåíî êàê íà ôîð-
ìèðîâàíèå ó ñòóäåíòîâ ïîíèìàíèÿ ðîëè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè â ïðèêëàäíîì àñ-
ïåêòå, òàê è íà èçó÷åíèå íàèáîëåå âàæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ
ìîäåëåé è çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèêëàäíûõ çàäà÷:
Çàäà÷à 1. ×àñòî ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ òàêèìè ñèòóàöèÿìè, ÷òî ðàññìàò-

ðèâàåìûå ñèñòåìû äîëæíû ïðåáûâàòü â ñîñòîÿíèè îæèäàíèÿ. Îæèäàíèå ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì âåðîÿòíîñòíîãî õàðàêòåðà âîçíèêíîâåíèÿ ïîòðåáíîñòåé â îáñëóæèâàíèè
è ðàçáðîñà ïîêàçàòåëåé îáñëóæèâàþùèõ ñèñòåì, êîòîðûå íàçûâàþò ñèñòåìàìè ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ).

Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ôîðìèðîâàíèÿ î÷åðåäè ÑÌÎ ðàçëè÷àþò:
1) Ñèñòåìû ñ îòêàçàìè, â êîòîðûõ ïðè çàíÿòîñòè âñåõ êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ

çàÿâêà íå âñòàåò â î÷åðåäü è ïîêèäàåò ñèñòåìó íåîáñëóæåííîé.
2) Ñèñòåìû ñ íåîãðàíè÷åííûìè îæèäàíèÿìè, â êîòîðûõ çàÿâêà âñòàåò â î÷åðåäü,

åñëè â ìîìåíò åå ïîñòóïëåíèÿ âñå êàíàëû áûëè çàíÿòû.
Ñóùåñòâóþò è ñèñòåìû ñìåøàííîãî òèïà ñ îæèäàíèåì è äëèíîé î÷åðåäü: çàÿâêà

ïîëó÷àåò îòêàç, åñëè ïðèõîäèò â ìîìåíò, êîãäà âñå ìåñòà â î÷åðåäè çàíÿòû. Çàÿâêà,
ïîïàâøàÿ â î÷åðåäü, îáñëóæèâàåòñÿ îáÿçàòåëüíî.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàÿâêà, ïîñòóïèâøàÿ â ñèñòåìó ñ îòêàçàìè è íàøåäøàÿ âñå
êàíàëû çàíÿòûìè, ïîëó÷àåò îòêàç è ïîêèäàåò ñèñòåìó íåîáñëóæåííîé. Ïîêàçàòåëåì
êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ âûñòóïàåò âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ îòêàçà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî âñå êàíàëû äîñòóïíû â ðàâíîé ñòåïåíè âñåì çàÿâêàì, âõîäÿùèé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòåéøèì, äëèòåëüíîñòü (âðåìÿ) îáñëóæèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè (tîáñ) ðàñïðåäåëåíà
ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó.

Çàäà÷à 2. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå - îäèí èç ðàçäåëîâ îïòèìàëüíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîì ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ è óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü
ðàçáèò íà îòäåëüíûå ýòàïû (øàãè).

Ýêîíîìè÷åñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìûì, åñëè ìîæíî âëèÿòü íà õîä åãî
ðàçâèòèÿ. Ïîä óïðàâëåíèåì ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé, ïðèíèìàåìûõ íà
êàæäîì ýòàïå äëÿ âëèÿíèÿ íà õîä ðàçâèòèÿ ïðîöåññà. Íåîáõîäèìî îðãàíèçîâàòü âû-
ïóñê ïðîäóêöèè òàê, ÷òîáû ïðèíÿòûå ðåøåíèÿ íà îòäåëüíûõ ýòàïàõ ñïîñîáñòâîâàëè
ïîëó÷åíèþ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî îáúåìà ïðîäóêöèè èëè ïðèáûëè.

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ñâåñòè îäíó ñëîæíóþ çàäà÷ó ñî ìíî-
ãèìè ïåðåìåííûìè êî ìíîãèì çàäà÷àì ñ ìàëûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ. Ýòî çíà÷èòåëüíî
ñîêðàùàåò îáúåì âû÷èñëåíèé è óñêîðÿåò ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ óïðàâëåí÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, êîòîðîå íåîá-
õîäèìî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó n ðàçëè÷íûìè ïðåäïðèÿòèÿìè, îáúåêòàìè, ðàáîòàìè è
ò.ä., òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ñóììàðíóþ ýôôåêòèâíîñòü îò âûáðàííîãî
ñïîñîáà ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Îáó÷àþùàÿ öåëü ïëàíèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû îíà â ïîëíîé ìåðå îòðàæàëà ïðîôåññè-
îíàëüíûå êîìïåòåíöèè.

Óðîâåíü êîìïåòåíòíîñòè áóäóùåãî ñïåöèàëèñòà çàâèñèò îò êà÷åñòâà ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ïîäãîòîâêè. Îáó÷åíèå äîëæíî áûòü îðèåíòèðîâàíî íå ñòîëüêî íà ïîëó÷åíèå
êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé è óìåíèé, ñêîëüêî íà îáðàçîâàíèå ñ ïîìîùüþ
ìàòåìàòèêè.
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ÓÄÊ 378.147.88
ÁÁÊ 74.480
Á 82

Îñîáåííîñòè îðãàíèçàöèè ïðàêòèê â ìàãèñòðàòóðå ïî
íàïðàâëåíèþ ïîäãîòîâêè 44.04.01 Ïåäàãîãè÷åñêîå îáðàçîâàíèå

Ò.Í. Áîðäþãîâà, Å.Ì. Êóçíåöîâà
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è

êîìïüþòåðíûõ íàóê èì. È.È. Âîðîâè÷à, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ïðîöåññ îðãàíèçàöèè ó÷åáíûõ
è ïåäàãîãè÷åñêèõ ïðàêòèê ïðè ïîäãîòîâêå áóäóùèõ ìàãèñòðîâ ïå-
äàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ðàìêàõ ñòàíäàðòà ÔÃÎÑ ÂÎ (3++).

Peculiarities of the organization of practices in the master for
direction of preparation 44.04.01 Pedagogical education

T.N. Bordyugova
Southern Federal University, Institute of Mathematics, Mechanics and Computer

Science I.I. Vorovich, Rostov-on-Don, Russia
E.M. Kuznetsova

Southern Federal University, Institute of Mathematics, Mechanics and Computer
Science I.I. Vorovich, Rostov-on-Don, Russia

Ñîâðåìåííûå òåíäåíöèè ìîäåðíèçàöèè ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ íàïðàâëåíû, ïðåæäå
âñåãî, íå òîëüêî íà ïîäãîòîâêó âûñîêîêëàññíîãî ñïåöèàëèñòà, ñïîñîáíîãî ðàáîòàòü â
óñëîâèÿõ áûñòðî ìåíÿþùåãîñÿ öèôðîâîãî ìèðà, íî è óäîâëåòâîðÿòü îáøèðíûì òðå-
áîâàíèÿì ðàáîòîäàòåëåé. Ïðèøåäøèå íà ñìåíó ñòàíäàðòàì ïîäãîòîâêè ìàãèñòðîâ
ÔÃÎÑ ÂÎ (3+) ñòàíäàðòû ÔÃÎÑ ÂÎ (3++) ðàçðàáîòàíû ñ ó÷åòîì ïðîôåññèîíàëü-
íûõ ñòàíäàðòîâ. Äëÿ íàïðàâëåíèÿ ïîäãîòîâêè 44.04.01 Ïåäàãîãè÷åñêîå îáðàçîâàíèå
òàêèì ïðîôåññèîíàëüíûì ñòàíäàðòîì ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðò Ïåäàãîãà.

Â Þæíîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå âåäåòñÿ ïîäãîòîâêà ìàãèñòðîâ ïî íàïðàâ-
ëåíèþ 44.04.01 Ïåäàãîãè÷åñêîå îáðàçîâàíèå â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàíäàðòîì ÔÃÎÑ ÂÎ
(3++), óòâåðæäåííûì ïðèêàçîì Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé ôå-
äåðàöèè �126 îò 22 ôåâðàëÿ 2018 ã. Â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþ-
òåðíûõ íàóê èì. È.È. Âîðîâè÷à ïîäãîòîâêà ìàãèñòðîâ ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðîãðàììàì �Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå� è �Èíôîðìàòèêà è
èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â îáðàçîâàíèè�, ðåàëèçóåìûì â çàî÷íîé ôîðìå îáó÷å-
íèÿ.

Ïðè ïîäãîòîâêå ìàãèñòðîâ ïî íàïðàâëåíèþ 44.04.01 Ïåäàãîãè÷åñêîå îáðàçîâàíèå
â ðàìêàõ Ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ñòàíäàðòà 3++ îäíîé
èç ñàìîñòîÿòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ïðîôåññèîíàëüíîé êîìïåòåíöèåé ÿâëÿåòñÿ: �ñïîñîá-
íîñòü àíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðèìåíÿòü èõ ïðè ðåøåíèè
êîíêðåòíûõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷ â ñôåðå íàóêè è îáðàçîâàíèÿ, ñàìîñòî-
ÿòåëüíî ïðîåêòèðîâàòü è îñóùåñòâëÿòü íàó÷íîå èññëåäîâàíèå â êîíòåêñòå ïðîôåññè-
îíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè�. Â êà÷åñòâå èíäèêàòîðîâ äîñòèæåíèÿ, êîòîðûå áûëè ðàçðà-
áîòàíû â Þæíîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå ðàáî÷åé ãðóïïîé íà ïðîåêòíîé ñåññèè
ïî îáùåñòâåííî - ïðîôåññèîíàëüíîìó îáñóæäåíèþ ïðîåêòîâ ïðîôåññèîíàëüíûõ êîì-
ïåòåíöèé ïî íàïðàâëåíèþ ÓÃÍÑ 44.00.00 âûäåëåíû ñëåäóþùèå:
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• çíàòü è ïîíèìàòü îñíîâíûå ïîäõîäû, ìåòîäû è òåõíîëîãèè àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ
íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ñðåäíåãî îáùåãî è ñðåäíåãî ïðîôåññèîíàëü-
íîãî îáðàçîâàíèÿ;

• ïðèìåíÿòü ðåçóëüòàòû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â îáëàñòè
ñðåäíåãî îáùåãî è ñðåäíåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ;

• ïðîåêòèðîâàòü è îñóùåñòâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ â îáëà-
ñòè ñðåäíåãî îáùåãî è ñðåäíåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ.

Ñîãëàñíî ñòàíäàðòó, ïðè ðàçðàáîòêå îñíîâíûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ îáðàçîâàòåëü-
íûõ ïðîãðàìì ìàãèñòðàòóðû îñîáóþ çíà÷èìîñòü ïðèîáðåë áëîê ïðàêòèê, íà ðåàëè-
çàöèþ êîòîðîãî îòâåäåíî 42 ç.å.

Â êà÷åñòâå òèïîâ ó÷åáíûõ ïðàêòèê îïðåäåëåíû: îçíàêîìèòåëüíàÿ è íàó÷íî-èññëå-
äîâàòåëüñêÿ ðàáîòà. Äàííàÿ ïðàêòèêà íà÷èíàåòñÿ ó ìàãèñòðàíòîâ ñ ïåðâîãî êóðñà
îáó÷åíèÿ. Â õîäå ïðîõîæäåíèÿ ïðàêòèêè îáó÷àþùèåñÿ àíàëèçèðóþò íàó÷íî-ïåäàãî-
ãè÷åñêóþ è ìåòîäè÷åñêóþ ëèòåðàòóðó ïî ïðîáëåìå âûáðàííîãî íàó÷íîãî èññëåäîâà-
íèÿ, ïðîâîäÿò àíêåòèðîâàíèå è ñáîð íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè ñðåäè ó÷èòåëåé, ïå-
äàãîãîâ, ðîäèòåëåé è îáó÷àþùèõñÿ. Ðåçóëüòàòû äàííîãî ýòàïà èññëåäîâàíèÿ îôîðì-
ëÿþòñÿ â âèäå îò÷åòîâ, ïðîâîäÿòñÿ ïóáëè÷íûå âûñòóïëåíèå ñ òåìîé èññëåäîâàíèÿ íà
ìåòîäè÷åñêîì ñåìèíàðå.

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ïðàêòèêà (ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïðàêòèêà) íà÷èíàåòñÿ â òðåòüåì òðè-
ìåñòðå è ïðîäîëæàåòñÿ, ñîãëàñíî ó÷åáíûì ïëàíàì ïîäãîòîâêè, íà âòîðîì è òðåòüåì
êóðñàõ. Â ïÿòîì òðèìåñòðå ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïðàêòèêà, íàïðàâëåíà íà çàêðåïëåíèå ïî-
ëó÷åííûõ â ïðîôåññèîíàëüíîì ìîäóëå çíàíèé è óìåíèé. Äëèòåëüíîñòü äàííîé ïðàê-
òèêè ñîñòàâëÿåò 6 íåäåëü. Îñîáåííîñòüþ ïåäàãîãè÷åñêîé ïðàêòèêè, ïðîâîäèìîé íà
3 êóðñå ÿâëÿåòñÿ àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ òåìàòè-
êè âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû. Â ðàìêàõ äàííîé ïðàêòèêè ìàãèñòðàíòû
çàêàí÷èâàþò ïðîâåäåíèå ôîðìèðóþùåãî ýêñïåðèìåíòà èññëåäîâàíèÿ, ïðîâîäÿò ñòà-
òèñòè÷åñêèé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïóáëèêóþò ðåçóëüòàòû â ïðîôèëüíûõ
èçäàíèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå îáúåìà ïðàêòèê èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ðàìêàõ
ïîäãîòîâêè ìàãèñòðàíòîâ ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ íîâîé ôîðìàöèè ñî ñôîðìè-
ðîâàííîé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé êîìïåòåíöèåé, îáëàäàþùèõ íå òîëüêî âûñîêî-
êëàññíûìè áàçîâûìè çíàíèÿìè â ïðåäìåòíîé îáëàñòè, íî è ñïîñîáíûìè ñàìîñòîÿ-
òåëüíî ïðîåêòèðîâàòü è îñóùåñòâëÿòü íàó÷íîå èññëåäîâàíèå â êîíòåêñòå ïðîôåññè-
îíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.
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Ïîäãîòîâêà ñòóäåíòîâ ê èñïîëüçîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ â
óñëîâèÿõ ñîâðåìåííîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà

Ñ.Ï. Ãðóøåâñêèé, Ë.Â. Øåëåõîâà
Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàñêðûòû îñîáåííîñòè îðãàíèçàöèè ïîä-
ãîòîâêè ñòóäåíòîâ ê ïðèìåíåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â
ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïðîâåäåííûé òåîðåòè÷å-
ñêèé àíàëèç ïîçâîëèë âûäåëèòü ðÿä ïðîòè-âîðå÷èé ìåæäó: âûñî-
êîé ñòåïåíüþ îáùåòåîðåòè÷åñêîé ðàçðàáîòàííîñòè ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ è íåäîñòàòî÷íûì óðîâíåì èõ ýêñòðàïîëÿöèè â ïðî-
öåäóðó ïåäàãîãè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ; âîñòðåáîâàííîñòüþ ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïðîöåññå îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè îáðàçîâà-
òåëüíûõ èííîâàöèé è ôðàãìåíòàðíîñòüþ ôîðìèðóþùèõñÿ â ïðî-
öåññå ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé î íèõ ó ñòó-
äåíòîâ. Ðàñêðûòû ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè ïîâûøåíèÿ óðîâ-
íÿ ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ ê èñïîëüçîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.

Preparation of students to the usage of mathematical methods in
psychologi-cal-pedagogical studies in the modern educational

process

S. P. Grushevskiy
Kuban State University, Krasnodar, Russia

L.V. Shelekhova
Kuban State University, Krasnodar, Russia
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Ðåàëèçàöèÿ ñîâðåìåííîé îáðàçîâàòåëüíîé äîêòðèíû ïðåäóñìàòðèâàåò â êà÷åñòâå
ïðèîðèòåòíîãî íàïðàâëåíèÿ îáåñïå÷åíèå êà÷åñòâà îáðàçîâàòåëüíûõ óñëóã, âñëåäñòâèå
÷åãî àêòóàëèçèðóåòñÿ ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ íàó÷íî îáîñíîâàííîé ñîâîêóïíîñòè ïðî-
öåäóð îöåíêè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü îáúåêòèâíóþ èíôîð-
ìàöèþ î äîñòîèíñòâàõ è íåäîñòàòêàõ êîíêðåòíîé îáðàçîâàòåëüíîé ñèñòåìû, âûáîðà
ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ åãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ. Èç-çà îòñóòñòâèÿ â ïåäàãîãèêå îáùå-
ïðèíÿòîé àêñèîìàòèêè è ôîðìàëüíîãî àïïàðàòà ïðîâåðêà ýôôåêòèâíîñòè îáðàçîâà-
òåëüíûõ óñëóã è èííîâàöèîííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ íåâîçìîæíà
áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòðóìåíòàðèÿ � ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êî-
òîðûå ïîçâîëÿþò óñòàíàâëèâàòü ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ èññëå-
äóåìûõ îáúåêòîâ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé èõ ïîêàçàòåëåé.

Èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îáúåêòèâíûå ñâåäå-
íèÿ î ñâîéñòâàõ èçó÷àåìîãî ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ, îïðåäåëèòü áîëåå
âåðîÿòíîå ðàçâèòèå ïåäàãîãè÷åñêîãî ñîáûòèÿ â çàâèñèìîñòè îò òåõ èëè èíûõ ôàê-
òîðîâ, à ñëåäîâàòåëüíî, âûÿâèòü äåòåðìèíàíòû, ëåæàùèå â îñíîâå ýôôåêòèâíîãî
óïðàâëåíèÿ îáðàçîâàòåëüíûì ïðîöåññîì. Èñõîäÿ èç äàííîãî óòâåðæäåíèÿ, Ñ.È. Áå-
ëîâà è Å.È. Äåçà ïîä÷åðêèâàþò íåîáõîäèìîñòü âíåäðåíèå ó÷åáíûõ äèñöèïëèí, ïðè
îñâîåíèè êîòîðûõ îáó÷àþùèåñÿ äîëæíû ñôîðìèðîâàòü ó ñåáÿ êîìïåòåíòíîñòè, ïðåä-
ïîëàãàþùèå íàëè÷èå íàâûêà èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïñèõîëîãî-
ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ [1, ñòð. 11]. Ïðè ýòîì ñîäåðæàíèå ó÷åáíûõ äèñöè-
ïëèí, â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ êîòîðûõ ó ñòóäåíòîâ ôîðìèðóþòñÿ íàâûêè, íåîáõîäèìûå
äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíè-
ÿõ, ñðîèòñÿ ñ ó÷åòîì êàê ïðîôåññèîíàëüíîé íàïðàâëåííîñòè èçó÷àåìîãî ìàòåðèà-
ëà, ïðîÿâëÿþùåéñÿ â âîïðîñàõ, íåïîñðåäñòâåííî âîñòðåáîâàííûõ â áóäóùåé ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Òàê è ôóíäàìåíòàëüíîñòè, ïîäðàçóìåâàþùåé ïîñòðîåíèå
äàííîé äèñöèïëèíû ñ ó÷åòîì ðàñêðûòèÿ öåëîñòíîé ñèñòåìû òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé
ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ è ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷.

Â ñîâðåìåííîé íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåí øèðîêèé ñïåêòð ðà-
áîò, îòðàæàþùèõ ðàçëè÷íûå òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, èñ-
ïîëüçóåìûõ â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ: òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èñ-
ïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ (Â.Ï. Áåñ-
ïàëüêî, Ì.Í. Ãðàáàðü, Ê.À. Êðàñíÿíñêàÿ, Ë.Á. Èòåëüñîí, Ã.Â. Ñóõîäîëüñêèé,
Â.ß. ßêóíèí è äð.); îáîñíîâàíèå ñîâîêóïíîñòè êðèòåðèåâ, ïîçâîëÿþùèõ èñïîëüçî-
âàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ è îáðàçîâàòåëüíûõ
ñèñòåì (À.Ã. Áåðìóñ, Á.Ñ. Ãåðøóíñêèé, À.À. Ìàêàðîâ, Ì.Ì Ïîòàøíèê, Ò.À. Ðîäû-
ãèíà è äð.); ìåòîäîëîãè÷åñêèå îñíîâû êâàëèìåòðèè êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ (Â.È. Âà-
ñèëüåâ, È.À. Çèìíåÿÿ, Í.À. Ñåëåçíåâà, À.È. Ñóáåòòî è äð.). Îäíàêî ñóùåñòâóþùàÿ
ëèòåðàòóðà â áîëüøèíñòâå ñâîåì îðèåíòèðîâàíà íà ëþäåé, èìåþùèõ ìàòåìàòè÷åñêîå
èëè òåõíè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, è ñëîæíà äëÿ âîñïðèÿòèÿ òåõ, êòî íå èìååò ïîäîáíîãî
îáðàçîâàíèÿ. Áîëåå òîãî, äàííûå ó÷åáíûå ïîñîáèÿ ðàñêðûâàþò îòäåëüíûå ÷àùå âñåãî
âñòðå÷àåìûå òèïû çàäà÷, ïðåäïîëàãàþùèõ àíàëèç äàííûõ, âîçíèêàþùèõ â ïåäàãîãè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ íåò íåîáõîäèìîñòè â èçó÷åíèè
âñåãî àðñåíàëà ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Â òåõ æå ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ, êîòîðûå ðàç-
ðàáîòàíû ñ ó÷åòîì öåëîñòíîé ñèñòåìû ïåäàãîãè÷åñêèõ çàäà÷ (À.Ä. Íàñëåäîâ, Ã.À.
Îñîñêîâ, Å.Â. Ñèäîðåíêî è äð.), äåëàåòñÿ àêöåíò íà ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêîé ñî-
ñòàâëÿþùåé èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ôðàãìåíòàðíîñòè è, êàê ïðàâèëî,
íåïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîÿâëåíèÿ îòäåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Ïîïûòêà ðàçðåøåíèÿ âîçíèêøåãî ïðîòèâîðå÷èÿ ìåæäó âûñîêîé ñòåïåíüþ îáùå-
òåîðåòè÷åñêîé ðàçðàáîòàííîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è íåäîñòàòî÷íûì óðîâíåì
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èõ ýêñòðàïîëÿöèè â ïðîöåäóðó ïåäàãîãè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ íàøëà ñîâå îòðàæåíèå
â ðàáîòàõ Ñ.Ï. Ãðóøåâñêîãî, Î.Â. Ìèòèíà, Î. Þ. Åðìîëàåâà-Òîìèíà Ë.Â. Øåëåõî-
âîé. Â îñíîâå äàííîãî ïîäõîäà ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïîäãîòîâêà ñòóäåíòîâ
ê èñïîëüçîâàíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíè-
ÿõ áóäåò ýôôåêòèâíà, åñëè ñîäåðæàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ó÷åáíîé äèñöèïëèíû áó-
äåò ðàçðàáîòàíî ñ ó÷åòîì: òðåáîâàíèé ãîñóäàðñòâåííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàðòîâ
âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ; ôóíäàìåíòàëüíîñòè èçëîæåíèÿ ìàòåðèà-
ëà ñ ñîõðàíåíèåì íåîáõîäèìîé ñòðîãîñòè, ñ äåòàëüíîé ïðîðàáîòêîé óçëîâûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé, àëãîðèòìè÷íîñòüþ; ñîçäàíèÿ óñëîâèé ñïîñîáñòâóþùèõ ðàçâè-
òèþ ó îáó÷àþùèõñÿ ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â
ïðîöåññå ðàáîòû ñ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè; íåîáõîäèìîñòè ôîðìèðîâàíèÿ óìåíèÿ
ãðàìîòíî ïðîèçâåñòè àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, â òîì ÷èñëå, ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, è âåðíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïî-
ëó÷åííûé ðåçóëüòàò [2, ñòð. 3]. Âñå ýòî ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ñîäåðæàíèå ñèñòåìû
èíôîðìàöèîííî-òåõíîëîãè÷åñêîãî ñîïðîâîæäåíèÿ ïîäãîòîâêà ñòóäåíòîâ ê èñïîëüçî-
âàíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ íà îñíîâå
ïðèåìà óñâîåíèÿ íåäèôôåðåíöèðîâàííîãî öåëîãî â åãî ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, îòðà-
æàþùåãî ïîñòðîåíèå êëàññèôèêàöèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ â ïåäà-
ãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ â çàâèñèìîñòè îò: ìàòåìàòè÷åñêîé ïðèðîäû ðåçóëüòàòîâ
ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé; òèïà ïåðåìåííûõ (ïðèçíàêîâ); âèäà øêàëû (íîìèíà-
òèâíàÿ, ïîðÿäêîâàÿ, èíòåðâàëüíàÿ è îòíîøåíèé), êîòîðóþ èñïîëüçóþò ïðè èçìåðå-
íèè ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé; òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ; êîëè÷åñòâà
ýëåìåíòîâ â âûáîðêå; òèïà èññëåäîâàòåëüñêîé çàäà÷è; ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîé (íóëå-
âîé) è àëüòåðíàòèâíîé ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç; ãðàíèöû ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé [3, ñòð. 5-6]. Âûäåëå-
íèå â öåëîñòíîé ñèñòåìå ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îòäåëüíûõ êðèòåðèåâ â çàâèñèìî-
ñòè îò òèïà èññëåäîâàòåëüñêîé çàäà÷è (âûÿâëåíèå ðàçëè÷èé â óðîâíå èññëåäóåìîãî
ïðèçíàêà, îöåíêà ñäâèãà çíà÷åíèé èññëåäóåìîãî ïðèçíàêà, âûÿâëåíèå ðàçëè÷èé â
ðàñïðåäåëåíèè ïðèçíàêà, âûÿâëåíèå ñòåïåíè ñîãëàñîâàííîñòè èçìåíåíèé, óñòàíîâëå-
íèå ñòåïåíè âëèÿíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ íà çàâèñèìûå), âûÿâëåíèå ñòåïåíè
èõ îáùíîñòè è ðàçëè÷èÿ ïðåäïîëàãàþò ñîçäàíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðîÿâëÿåòñÿ
îñîçíàíèå ñóùíîñòè èçó÷àåìûõ ïåäàãîãè÷åñêèõ ÿâëåíèé, îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ
èõ ðàçâèòèÿ â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé, à ñëåäîâàòåëüíî, è áîëåå ýôôåêòèâíîãî èõ
èñïîëüçîâàíèÿ â ðåàëüíîì ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíîì ïðîöåññå.

Â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå, íàïðàâëåííîì íà ðàçâèòèå íàâûêà èñïîëüçîâàíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, ìîæíî îòìå-
òèòü ïðàêòè÷åñêîå îòñóòñòâèå âíåäðåíèÿ íîâûõ íàó÷íûõ äîñòèæåíèé â îáëàñòè ìà-
òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ó÷åáíûé êóðñ. Ñî-
ãëàñíî èññëåäîâàíèÿì Ì.Ì. Þçáàøåâà, ìîæíî âûäåëèòü îáúåêòèâíûå, òàê è ñóáú-
åêòèâíûå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà íåçíà÷èòåëüíóþ ýêñòðàïîëÿöèþ äîñòèæåíèé ñî-
âðåìåííîé ìàòåìàòèêè â îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ: óìåíüøåíèå àóäèòîðíîé íàãðóç-
êè, îòâîäèìîé íà èçó÷åíèå ó÷åáíûõ äèñöèïëèí; òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ñîâðåìåí-
íîé ìàòåìàòèêè ïðåäïîëàãàåò âûñîêîãî óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé ó ñòóäåíòîâ;
ñëîæèâøèéñÿ ñòåðåîòèï ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíîé äèñöèïëèíû, îòðàæåííûé â ó÷åáíèêàõ,
ðåêîìåíäîâàííûõ ÓÌÎ Ðîññèè [4, ñòð. 56]. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðàçðåøåíèÿ äàííîãî
ïðîòèâîðå÷èÿ, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ À.Ï. Çèí÷åíêî, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ñî-
âåðøåíñòâîâàíèÿ ñîäåðæàíèÿ è ìåòîäèêè èçó÷åíèÿ ñòàòèñòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ â êà÷åñòâå íå òîëüêî ó÷åáíûõ äèñöèïëèí, íî è íàóêè [5, ñòð. 7]. ×òî
ïîäðàçóìåâàåò îðãàíèçàöèþ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè îáó÷àþùèõñÿ â
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ôîðìå âûïîëíåíèÿ èìè êóðñîâûõ è âûïóñêíûõ ðàáîò, âûñòóïëåíèÿ ñ äîêëàäàìè â
íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ, ó÷àñòèÿ â êîíêóðñàõ íàó÷íûõ ðàáîò.

Ñïåöèôèêà ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ àíàëèçà ýìïèðè÷åñêèõ äàí-
íûõ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ïðîÿâëÿåò-
ñÿ â òîì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü äàííûõ, êîòîðàÿ ïîäâåðãàåòñÿ àíàëèçó, õàðàêòåðèçóåòñÿ
áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïîêàçàòåëåé ðàçëè÷íûõ òèïîâ, èõ âûñîêîé âàðèàòèâíîñòüþ
ïîä âëèÿíèåì íåêîíòðîëèðóåìûõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà îáú-
åêòèâíûõ è ñóáúåêòèâíûõ ôàêòîðîâ, ñëîæíîñòüþ êîððåëÿöèîííûõ ñâÿçåé ìåæäó
ïîêàçàòåëÿìè âûáîðîê. Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è, â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ïðàêòè÷åñêè
íåâîçìîæíî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîâðåìåííûõ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ
ñòàòèñòè÷åñêèõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì. Èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ â
ó÷åáíîì ïðîöåññå èñêëþ÷èòåëüíî ëèöåíçèîííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ è ñî-
êðàùåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî ôèíàíñèðîâàíèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, â êà÷åñòâå
äîñòóïíîé ñòàòèñòè÷åñêîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ áîëüøèíñòâà ÂÓÇîâ Ðîñ-
ñèè ðàññìàòðèâàåòñÿ MS EXCEL. Â äàííîé ïðîãðàììå ïðåäñòàâëåí îçíàêîìèòåëüíûé
ìèíèìóì êëàññè÷åñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ïðîöåäóð, êîòîðûé íå îáíîâëÿëñÿ
â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Â òî æå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèå ïðîôåññèîíàëüíûõ âåðñèé ñîâðå-
ìåííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì, íàïðèìåð òàêèõ êàê Matrix
Laboratory, Statistica, STATGRAPHICS PLUS, SPSS, Stata, èç-çà èõ ñòîèìîñòè â îáðà-
çîâàòåëüíîì ïðîöåññå ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ. ×òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ
ïðîòèâîðå÷èÿ ìåæäó âîñòðåáîâàííîñòüþ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïðîöåññå îöåíêè
ýôôåêòèâíîñòè îáðàçîâàòåëüíûõ èííîâàöèé è ôðàãìåíòàðíîñòüþ ôîðìèðóþùèõñÿ â
ïðîöåññå ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé î íèõ, îáóñëîâëåííîé íåâîç-
ìîæíîñòüþ äåìîíñòðàöèè àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ëþáîé ñëîæíîñòè, â òîì ÷èñ-
ëå ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ñîâðåìåííûõ óñëîâèé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ ê ïðèìåíå-
íèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïîçâîëèë
âûÿâèòü, ÷òî ñîäåðæàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷åáíûõ äèñöèïëèí ñðîèòñÿ ñ ó÷åòîì:
1) ïðîôåññèîíàëüíîé íàïðàâëåííîñòè èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà, ïðîÿâëÿþùåéñÿ â âî-
ïðîñàõ, íåïîñðåäñòâåííî âîçíèêàþùèõ â áóäóùåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè, â
òîì ÷èñëå è â íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïðîöåññå îöåí-
êè ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçóåìûõ îáðàçîâàòåëüíûõ èííîâàöèé, ïîèñêè îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé ïðè îðãàíèçàöèè îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà; 2) ôóíäàìåíòàëüíîñòè, ïîä-
ðàçóìåâàþùåé ïîñòðîåíèå äàííîé äèñöèïëèíû ñ ó÷åòîì ðàñêðûòèÿ öåëîñòíîé ñèñòå-
ìû òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ è ïðîôåññèîíàëüíûõ
çàäà÷. Ïðè ýòîì íàäî îòìåòèòü, ÷òî ñîâðåìåííûé îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ îòíîñè-
òåëüíî ðàññìàòðèâàåìîé ó÷åáíîé äèñöèïëèíû ñòðîèòñÿ èñõîäÿ èç ôðàãìåíòàðíîñòè
ôîðìèðóþùèõñÿ â ïðîöåññå ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé î äàí-
íûõ ìåòîäàõ, òàê êàê ó ïðåïîäàâàòåëåé íåò âîçìîæíîñòè äëÿ äåìîíñòðàöèè âíåä-
ðåíèÿ íîâûõ íàó÷íûõ äîñòèæåíèé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ëþáîé ñëîæíîñòè, êàê èç-çà
îòñóòñòâèÿ íåîáõîäèìîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, òàê óìåíüøåíèå ÷àñîâ, îòâîäè-
ìûõ äëÿ îñâîåíèÿ äàííîé äèñöèïëèíû.
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Ìåòîäè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïðåïîäàâàíèÿ âûñøåé ìàòåìàòèêè
ñòóäåíòàì ïåðâîãî êóðñà

Ñ.È. Êàëàøíèêîâà, Í.À. Ëîáîäà, À. Å. Àðòèñåâè÷
Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàéêîï, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé ñòóäåíòîâ-ïåðâîêóðñíèêîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ó÷åáíàÿ àäàïòàöèÿ. Îò òîãî, êàê óñïåøíî îíà ïðîéäåò âî
ìíîãîì çàâèñèò áóäóùåå ñòóäåíòà. Àâòîðàìè ðàññìîòðåíû íåêî-
òîðûå ìåòîäè÷åñêèå ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå óïðîñòèòü âîñïðèÿ-
òèå ìàòåðèàëà ñòóäåíòàìè-ïåðâîêóðñíèêàìè, ïîçâîëèòü ïðèñïî-
ñîáèòüñÿ ê íîâûì ôîðìàì îáó÷åíèÿ.

Methodical features of teaching higher mathematics to �rst-year
students

S. I. Kalashnikova, N.A. Loboda, A. E. Artisevich
Adyghe State University, Maykop, Russia

Ìíîãèå ïåðâîêóðñíèêè íå ãîòîâû ê âîñïðèÿòèþ íåïðèâû÷íî áîëüøîãî îáúåìà
èíôîðìàöèè, è íàøà çàäà÷à � ïîìî÷ü îñâîèòüñÿ ñ íîâûìè òåðìèíàìè, òåîðåìàìè,
íàó÷èòü êðèòè÷åñêè ìûñëèòü, ñòðîèòü öåïî÷êè ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Èíîãäà,
åñëè ïîçâîëÿåò âðåìÿ, â íà÷àëå èçëîæåíèÿ íîâîãî ìàòåðèàëà íà ïåðâîì êóðñå öåëå-
ñîîáðàçíûì ñòàíîâèòñÿ îáñóæäåíèå ìàòåðèàëà ñî ñòóäåíòàìè. Ïðîùå íà÷àòü ëåêöèþ
ñ äèàëîãà îá îáúåêòå íàøåãî èññëåäîâàíèÿ è ïëàâíî ïîäâåñòè ñòóäåíòîâ îò ïðîñòîãî
ìàòåðèàëà, ìîæåò áûòü øêîëüíîãî, ê áîëåå ñëîæíûì âûâîäàì, çàèíòåðåñîâàòü èõ
ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé, è äàæå âîâëå÷ü ñòóäåíòîâ â ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ
äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ëåêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ îæèâëåííîé, äàæå ãäå-òî
äóøåâíîé, ñòóäåíòû â êàêîé-òî ìîìåíò íà÷èíàþò ÷óâñòâîâàòü ñåáÿ ïåðâîîòêðûâàòå-
ëÿìè. È ýòî ìîæåò ðàçáóäèòü â íèõ èíòåðåñ ê íàóêå.

Íàïðèìåð, â àëãåáðå òåìó ¾Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé¿ ëó÷øå âñåãî íà÷àòü ñ
ðåøåíèÿ ñèñòåì èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Âûïîëíèòü ãðàôè÷åñêîå
ðåøåíèå ÑËÓ, ïîäîáðàâ ïðèìåðû, â êîòîðûõ ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, ïåðåñåêàþòñÿ è
ñîâïàäàþò. Çàäàòü âîïðîñ î ðåøåíèè ñèñòåì ñ òðåìÿ è áîëåå íåèçâåñòíûìè. Ñïðîñèòü,
êàêèå åùå ñïîñîáû ðåøåíèÿ çíàþò ñòóäåíòû. Åñëè â ãðóïïå ïðèñóòñòâóþò âûïóñê-
íèêè Ðåñïóáëèêàíñêîé åñòåñòâåííî-ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû, òî îíè ìîãóò âñïîìíèòü
ìåòîä îïðåäåëèòåëåé, êîòîðûé îáúÿñíÿþò â 8 êëàññå â ÐÅÌØ. Åñëè ïîçâîëÿåò âðå-
ìÿ, òî ìîæíî ïîêàçàòü âûâîä ìåòîäà îïðåäåëèòåëåé äëÿ ÑËÓ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè
è çàòåì, íå ôîðìóëèðóÿ òåîðåìû, ïîëó÷èòü ôîðìóëû Êðàìåðà äëÿ ÑËÓ ñ n íåèç-
âåñòíûìè è äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî ñôîðìóëèðîâàòü
ñàìó òåîðåìó Êðàìåðà. Ïðîäåëàâ òàêóþ ðàáîòó ñîâìåñòíî ñî ñòóäåíòàìè, â ïîñòîÿí-
íîì äèàëîãå, ìîæíî çàèíòåðåñîâàòü èõ äîêàçàòåëüñòâàìè òåîðåì è ïîêàçàòü, ÷òî ýòî
íå âñåãäà ñëîæíî, íî î÷åíü èíòåðåñíî.

Î÷åíü ïîëåçíî ïðîâîäèòü àíàëèç îøèáîê, äîïóùåííûõ ïåðâîêóðñíèêàìè ïðè íà-
ïèñàíèè ñàìîñòîÿòåëüíûõ ðàáîò. Ìû àêöåíòèðóåì âíèìàíèå íà òîì, ÷òî íåáîëüøèå
èçìåíåíèÿ â òåêñòå ìîãóò ïðèâåñòè ê èñêàæåíèþ ñìûñëà îïðåäåëåíèÿ èëè òåîðåìû.
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Ðàññìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ ñìûñë îïðåäåëåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, êîòîðîå
ñòóäåíòû óçíàþò íà ïåðâîé ëåêöèè êóðñà ¾Îñíîâû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè¿.

Èòàê, ïðåïîäàâàòåëåì áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: ¾Ïåðåñå÷å-
íèåì äâóõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëå-
æàùèõ êàæäîìó èç ìíîæåñòâ¿.

Â èçëîæåíèè ìíîãèõ ïåðâîêóðñíèêîâ íà ìàòåìàòè÷åñêîì äèêòàíòå ôîðìóëèðîâêà
íåñêîëüêî èñêàæàåòñÿ, íî âûãëÿäèò ïðàâäîïîäîáíî. Íàïðèìåð, ïåðâîêóðñíèêè ôîð-
ìóëèðóþò ñëåäóþùåå:

¾Îïðåäåëåíèå 1¿ Ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, âñå ýëå-
ìåíòû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò êàæäîìó èç ìíîæåñòâ.

¾Îïðåäåëåíèå 2¿ Ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-
ùåå âñå ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå êàæäîìó èç ìíîæåñòâ.

Íà ñëåäóþùåå çàíÿòèå îáñóæäàþòñÿ ýòè ôîðìóëèðîâêè, âûÿñíÿåòñÿ, äîïóñòè-
ìû ëè òàêèå èçìåíåíèÿ. ¾Îïðåäåëåíèå 1¿ íå ïðèíèìàåòñÿ êàê ïðàâèëüíîå, ò.ê. åñëè
ðàññìîòðåòü ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, òî îíî âïîëíå
ïîäõîäèò ïîä ýòó ôîðìóëèðîâêó. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ êîíêðåòíîãî ïðèìåðà, ñòóäåíòû
ñîãëàøàþòñÿ, ÷òî ïðèâåäåííîå èìè îïðåäåëåíèå íåêîððåêòíî.

Äàëåå, ïðåäëàãàåòñÿ îáñóäèòü ¾îïðåäåëåíèå 2¿, è õîäå äèñêóññèè ïðèõîäèì ê âû-
âîäó, ÷òî ïîä ýòî îïðåäåëåíèå ïîäõîäèò ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ïåðåñå÷åíèå äâóõ
äàííûõ ìíîæåñòâ, çíà÷èò, òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà òàêæå íå ïðèíèìàåòñÿ.

Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî îñîçíàíèÿ íîâûõ ïîíÿòèé ñ ïåðâîêóðñíèêàìè íà ïðàêòè-
÷åñêèõ çàíÿòèÿõ èíîãäà ïðîâîäèì íåáîëüøîé ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé¿. Âûçûâàþòñÿ
äâà ñòóäåíòà, îäèí èç íèõ áóäåò äîêëàä÷èêîì, âòîðîé � îïïîíåíòîì. Ïåðâûé äàåò
ôîðìóëèðîâêó ïðåäëîæåííîìó ïîíÿòèþ, âòîðîé ñîãëàøàåòñÿ èëè îïðîâåðãàåò, ïðè-
âîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòðïðèìåð. Òàêèå ýëåìåíòû èãðû íà çàíÿòèè ïðîáóæäàþò
èíòåðåñ è áîëåå îñîçíàííîå îòíîøåíèå ê èçëîæåíèþ ñâîèõ ìûñëåé

Ïðè èçó÷åíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, îñîáîå âíèìàíèå ìîæíî óäåëèòü
ïðèìåíåíèþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ. Ñòóäåíòû äîñòàòî÷íî áûñòðî îñâàèâàþòñÿ ñ òåõíè-
êîé åãî ïðèìåíåíèÿ, ò. ê. íàõîäèòü ïðîèçâîäíóþ èì ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì èñïîëüçîâàòü
ðàçëè÷íûå ïðèåìû âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáðàòèòü åùå ðàç âíè-
ìàíèå íà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðàâèëà ìîæíî ïðåäëîæèòü âû÷èñëèòü
ïðåäåë: lim

x→∞
x+sinx
x−sinx

.

Åñëè ñòóäåíòû ïûòàþòñÿ âû÷èñëèòü åãî ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ, òî ïîëó-
÷àþò ñëåäóþùåå: lim

x→∞
x+sinx
x−sinx

= lim
x→∞

1+cox
1−cosx

.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäíèé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, è íàïðàøèâàåòñÿ ëîæ-
íûé âûâîä, ÷òî ïðåäåëà îòíîøåíèÿ äàííûõ ôóíêöèé òàêæå íå ñóùåñòâóåò. Íî, âåð-

íóâøèñü ê èñõîäíûì äàííûì, ïîëó÷àåì: lim
x→∞

x+sinx
x−sinx

= lim
x→∞

x(1+ sin x
x )

x(1− sin x
x )

= 1.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå îòâåòû, ñòóäåíòû îòêðûâàþò äëÿ ñåáÿ, ÷òî èç ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïðåäåëà îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà îòíîøåíèé
ôóíêöèé, íî íå íàîáîðîò. Â ðåçóëüòàòå ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ëó÷øå óñâàèâàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íà çàíÿòèÿõ ñòóäåíòû âîâëåêàþòñÿ â íåáîëüøóþ èññëåäîâàòåëü-
ñêóþ ðàáîòó, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ó íèõ ïîñòåïåííî ôîðìèðóåòñÿ ïîòðåáíîñòü áîëåå
âíèìàòåëüíî îòíîñèòüñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì ïîíÿòèÿì è ôàêòàì.
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Îá óðîâíå òðåáîâàíèé è êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ

Â.À. Ëàçàðåâ
Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð, Ðîññèÿ

Ê.Â. Ëàçàðåâ
ÍÎÓ ÖÑÎ ¾Îáðàçîâàíèå¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Îñîáóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè èãðàåò ëî-
ãè÷åñêîå ìûøëåíèå. Àáñòðàêòíîñòü ìàòåìàòèêè ïîðîæäàåò å¼
óíèâåðñàëüíîñòü è òðóäíîñòè ïðè èçó÷åíèè. Ýòî ñêàçûâàåòñÿ íà
óðîâíå òðåáîâàíèé. Â ñòàòüå îáñóæäàþòñÿ ïðîáëåìû óðîâíÿ òðå-
áîâàíèé è êà÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

On the level of requirements and the quality of the mathematical
education

V.A. Lazarev
Kuban State University, Krasnodar, Russia

K.V. Lazarev
NOU CSO �Obrazovanie�, Moscow, Russia
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Èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè îòëè÷àåòñÿ îò èçó÷åíèÿ äðóãèõ ïðåäìåòîâ, ïðåæäå âñåãî
òåì, ÷òî â íåì îñîáóþ ðîëü èãðàåò ëîãè÷åñêîå ìûøëåíèå. çàíÿòèÿ ìàòåìàòèêîé ó÷àò
÷åëîâåêà äóìàòü, ïðèó÷àþò ïðè ðåøåíèè âîçíèêàþùèõ çàäà÷ îòáðàñûâàòü íåñóùå-
ñòâåííûå äåòàëè è íå ïðåíåáðåãàòü òåì, ÷òî èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå, ó÷èò
ïðèíèìàòü îáîñíîâàííûå ðåøåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ôèçèêè, õèìèè, àñòðîíîìèè, áèî-
ëîãèè, ìåäèöèíû, èñòîðèè, ãåîãðàôèè, ýêîíîìèêè, ñîöèîëîãèè è äðóãèõ äèñöèïëèí,
êîòîðûå èìåþò äåëî ñ ðåàëüíûìè îáúåêòàìè, ìàòåìàòèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àá-
ñòðàêòíóþ íàóêó. Àáñòðàêòíîñòü ìàòåìàòèêè ïîðîæäàåò å¼ óíèâåðñàëüíîñòü. Îñî-
áåííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ îáúÿñíÿþòñÿ ñàìîé ñóùíîñòüþ ìàòåìàòèêè
[1].

Èçâåñòíî, ÷òî êà÷åñòâî îáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ åãî íàöèîíàëüíûìè ñòàíäàð-
òàìè, ó÷åáíûìè ïëàíàìè, ó÷åáíûìè ïðîãðàììàìè äèñöèïëèí, ïðîôåññèîíàëüíûì
óðîâíåì øêîëüíûõ ó÷èòåëåé è èñïîëüçóåìûìè øêîëüíûìè ó÷åáíèêàìè, ñòàáèëüíîé
ñèñòåìîé îáðàçîâàíèÿ.

Äåêëàðàòèâíî âñå ðåôîðìû îáðàçîâàíèÿ íàöåëåíû íà óëó÷øåíèå êà÷åñòâà. Íî
èññëåäîâàíèÿ äàþò èíóþ êàðòèíó, ïîïûòêè ðåôîðìèðîâàíèÿ îáðàçîâàíèÿ áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ èìåâøåãîñÿ îïûòà ïîêàçûâàþò áåñïëîäíîñòü ýòèõ ðåôîðì. Òàêîâû áûëè
ïîñëå Îêòÿáðüñêîé ðåâîëþöèè 1917 ãîäà (1917-1930ãã.), êîãäà íà÷àëîñü ðåôîðìèðî-
âàíèå ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ ¾ïî çäðàâîìó ñìûñëó¿ òîãî âðåìåíè.

Íà âòîðîì ýòàïå (1930-1960ãã.) èíäóñòðèàëèçàöèÿ ñòðàíû âûíóäèëà ðåôîðìàòî-
ðîâ îáðàòèòüñÿ ê áîãàòîìó íàêîïëåííîìó îïûòó ïîñòàíîâêè îáðàçîâàíèÿ â äîðåâî-
ëþöèîííîé Ðîññèè. Áûëà âçÿòà çà îñíîâó ñèñòåìà, ïðèíÿòàÿ ðàíåå â ñðåäíèõ ó÷åáíûõ
çàâåäåíèÿõ (ãèìíàçèÿõ, ðåàëüíûõ è êîììåð÷åñêèõ ó÷èëèùàõ, êàäåòñêèõ êîðïóñàõ).

Åñëè îòâëå÷üñÿ îò èäåîëîãè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè îáðàçîâàíèÿ òåõ ëåò, òî â îò-
íîøåíèè åñòåñòâåííîíàó÷íûõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí áûë äîñòèãíóò íåîáõîäè-
ìûé âûñîêèé óðîâåíü ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ, ïàìÿòíî âðåìÿ, êîãäà øêîëüíèê, îêîí-
÷èâøèé îáû÷íóþ (à íå ýëèòíóþ) äåñÿòèëåòíþþ øêîëó, ïîëó÷àë çíàíèÿ è ïðèîáðåòàë
êóëüòóðó ìûøëåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ òåõ ëåò èìåëè âîçìîæíîñòü ãîòîâèòü
è ôàêòè÷åñêè ãîòîâèëè âûñîêî êâàëèôèöèðîâàííûõ ïðîôåññèîíàëîâ ïî ñïåöèàëü-
íîñòÿì, íóæíûì äëÿ íàðîäíîãî õîçÿéñòâà, äëÿ ðàçâèòèÿ íàóêè è òåõíèêè. Âàæíî
îòìåòèòü, ÷òî ó÷åáíàÿ íàãðóçêà øêîëüíèêîâ â ñîâåòñêîé øêîëå êîíöà òðèäöàòûõ íà-
÷àëà ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ áûëà ñïëàíèðîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî äàæå ïðè íàëè÷èè
ïåðåâîäíûõ åæåãîäíûõ ýêçàìåíîâ â ñëåäóþùèé êëàññ, íà÷èíàÿ ñ ïÿòîãî, íè î êàêîé
ïåðåãðóçêå ðå÷è íå âîçíèêàëî.

Íà òðåòüåì ýòàïå (1960-1990ãã.) íà÷àëèñü ðåôîðìû îáðàçîâàíèÿ, ñâÿçàííûå, ïðåæ-
äå âñåãî, ñ ïðîôåññèîíàëèçàöèåé, õèìèçàöèåé è ïîëèòåõíèçàöèåé ñðåäíåé øêîëû ðå-
ôîðìû áåç äîëæíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Êàê ñëåäñòâèå íà÷àëèñü ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà
÷àñîâ â íåäåëþ, îòâîäèìûõ íà èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè, ôèçèêè, ðóññêîãî ÿçûêà è ëè-
òåðàòóðû.

×åòâ¼ðòûé ýòàï (ñ íà÷àëà 90-õ). Ïåðìàíåíòíîå ñíèæåíèå êà÷åñòâà ñðåäíåãî îáðà-
çîâàíèÿ è êàê ñëåäñòâèå òðóäíîñòè ïîäãîòîâêè êâàëèôèöèðîâàííûõ ñïåöèàëèñòîâ.

Ñðåäíÿÿ øêîëà ïåðåñòàëà íå òîëüêî äàâàòü çíàíèÿ, íóæíûå äëÿ ïðîäîëæåíèÿ îá-
ðàçîâàíèÿ â âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ, íî è ïåðåñòàëà âîñïèòûâàòü íåîáõîäèìóþ
äëÿ ýòîãî êóëüòóðó ìûøëåíèÿ, íðàâñòâåííîå ïîâåäåíèå è îòâåòñòâåííîñòü. Ïîä÷åðê-
íåì, ÷òî, ãîâîðÿ î êðèçèñå ñîâðåìåííîãî ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèè, ìû èìååì
â âèäó îáùåîáðàçîâàòåëüíûå ñðåäíèå øêîëû, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò îñíîâíóþ ÷àñòü
ñðåäíèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ê ñîæàëåíèþ, ðàññóæäàÿ î ìîäåðíèçàöèè, áîëüøåãî
âñåãî îáñóæäàþòñÿ ôîðìû îðãàíèçàöèè îáðàçîâàíèÿ, à íå åãî ñîäåðæàíèå.
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Ïðîèñõîäèò çàìåíà èçó÷åíèÿ ïðåäìåòà îçíàêîìëåíèåì ñ åãî ñîäåðæàíèåì, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè çàìåíîé èíòåíñèâíîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ ýêñòåíñèâíûì, êàê áû
íå óòâåðæäàëîñü ïðîòèâîïîëîæíîå ìíîãèìè ñòîðîííèêàìè ïðîâîäèìîé ¾ìîäåðíèçà-
öèè¿ ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ. Ìåòîä îçíàêîìëåíèÿ ñ ïðåäìåòîì âìåñòî åãî èçó÷åíèÿ
ïðèíöèïèàëüíî íå ïðèãîäåí äëÿ íàó÷íî-åñòåñòâåííûõ äèñöèïëèí, òàê êàê ñ åãî ïîìî-
ùüþ íåâîçìîæíî îâëàäåòü äàæå ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè, ëåæàùèìè â èõ îñíîâå.
Åñòü è äðóãàÿ îïàñíàÿ òåíäåíöèÿ äèíàìèêè íàøåãî îáðàçîâàíèÿ (êàê ñðåäíåãî, òàê
è âûñøåãî), îíà ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ñèñòåìàòè÷åñêîì ñíèæåíèè òðåáîâàíèé,
ïðåäúÿâëÿåìûõ ê çíàíèÿì ó÷àùèõñÿ. Â êîìïîíåíòó ñòàíäàðòîâ íå âîøëè òðåáîâà-
íèÿ çíàíèÿ ôîðìóëèðîâîê îïðåäåëåíèé îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé, çíàíèÿ
ôîðìóëèðîâîê òåîðåì è óìåíèÿ èõ äîêàçûâàòü, óìåíèÿ âûâîäèòü ìàòåìàòè÷åñêèå
ôîðìóëû, âõîäÿùèå â ïðîãðàììó, òî åñòü òðåáîâàíèÿ âñåãî òîãî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèí-
öèïèàëüíîé îñíîâîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìåòîäà. Îòêàç îò òðåáîâàíèÿ óìåíèÿ äîêàçû-
âàòü øêîëüíèêàìè âñåõ òåîðåì, âõîäÿùèõ â ïðîãðàììû, îòìåíà óñòíûõ ýêçàìåíîâ,
ïåðåâîäíûõ èç êëàññà â êëàññ, âûïóñêíûõ ïî îêîí÷àíèè øêîëû è âñòóïèòåëüíûõ ïðè
ïðè¼ìå â âóçû íàíåñëè ÿâíî îùóòèìûé âðåä êà÷åñòâó ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ.

Äîáàâèì, ÷òî ïðîäîëæåíèå ñíèæåíèÿ óðîâíÿ øêîëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçî-
âàíèÿ, ïðåæäå âñåãî, îáóñëîâëåíî óìåíüøåíèåì êîëè÷åñòâà ÷àñîâ â íåäåëþ, îòâîäè-
ìûõ â ó÷åáíûõ ïëàíàõ íà èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ó÷åáíûìè ïëàíàìè
êîíöà òðèäöàòûõ íà÷àëà ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà ýòî êîëè÷åñòâî óìåíü-
øèëîñü èíîãäà ïî÷òè âäâîå. Óõóäøåíèå êà÷åñòâà ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ íåìèíóåìî
âëå÷åò çà ñîáîé ñíèæåíèå óðîâíÿ ïðîôåññèîíàëüíîé ïîäãîòîâêè â âûñøèõ ó÷åáíûõ
çàâåäåíèÿõ. Ñíèæåíèå ïðîôåññèîíàëüíîãî óðîâíÿ âûïóñêíèêîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çà-
âåäåíèé ïðîèñõîäèò òàêæå â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè â ðåçóëüòàòå îñëàáëåíèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ � ñíèæåíèÿ êà÷åñòâà èçó÷åíèÿ íà ìëàäøèõ êóðñàõ
ôèçè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí.

Î òðåáîâàíèÿõ. Îáñóæäàÿ êà÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, åñòåñòâåííî
ïîäíÿòü ïðîáëåìû ñâÿçàííûå ñ òðåáîâàíèÿìè ê ó÷àñòíèêàì îáðàçîâàòåëüíîãî ïðî-
öåññà: ïðåïîäàâàòåëÿì, ÷èíîâíèêàì, îòâå÷àþùèì çà ôèíàíñîâîå îáåñïå÷åíèå îáðàçî-
âàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé âñåõ óðîâíåé, çà óðîâåíü çàðàáîòíîé ïëàòû ïðåïîäàâàòåëåé
è âñïîìîãàòåëüíîãî ïåðñîíàëà, çà ìèçåðíûå ñòèïåíäèè è íðàâñòâåííîå âîñïèòàíèå
ìîëîä¼æè, çà ñîîòíîøåíèå ñòóäåíò/ïðåïîäàâàòåëü, à ñîîòâåòñòâåííî, è ôèíàíñèðî-
âàíèå óíèâåðñèòåòîâ è ò.ä.
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ÓÄÊ 378.4:51
ÁÁÊ 22.1ð30
Ñ 21

�Óïðàâëÿìîå ïåðåîòêðûòèå� â îáó÷åíèè ëèíåéíîé àëãåáðå

È.C. Ñàôóàíîâ
Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ, êàê ¾óïðàâëÿåìîå ïåðåîò-
êðûòèå¿ (ïðèåì, ââåäåííûé Ã. Ôðîéäåíòàëåì è áëèçêèé ê ãåíåòè-
÷åñêîìó ïîäõîäó) ìîæíî ïðèìåíèòü â îáó÷åíèè ëèíåéíîé àëãåá-
ðå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ êóðñà, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü åãî èçó÷åíèÿ, à òàêæå ïðîåêòèðîâàíèå ïðîöåññà èçó÷åíèÿ
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.

�Guided reinvention� in linear algebra teaching

I. S. Safuanov
Moscow City University, Moscow, Russia

Â ðàáîòå [1] ìû îïèñàëè, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü �óïðàâëÿåìîå ïåðåîòêðûòèå�
(�guided reinvention�) â îáó÷åíèè íåêîòîðûì ðàçäåëàì àáñòðàêòíîé àëãåáðû, íàïðè-
ìåð, äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ó ñòóäåíòîâ ïîíÿòèé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû è ôàêòîð-ãðóï-
ïû, à òàêæå èäåàëà è ôàêòîð-êîëüöà. Íàñòîÿùàÿ çàìåòêà ïîñâÿùåíà èñïîëüçîâà-
íèþ ¾óïðàâëÿåìîãî ïåðåîòêðûòèÿ¿ ïðè îáó÷åíèè íåêîòîðûì ðàçäåëàì ëèíåéíîé àë-
ãåáðû. Òåðìèí ¾óïðàâëÿåìîå ïåðåîòêðûòèå¿ âîñõîäèò ê Ã. Ôðîéäåíòàëþ [2] è áëè-
çîê ê ãåíåòè÷åñêîìó ìåòîäó [3]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü ðàáîòû, ïîñâÿù¼ííûå
¾óïðàâëÿåìîìó ïåðåîòêðûòèþ¿ â îáó÷åíèè ëèíåéíîé àëãåáðå, íàïðèìåð, [4], îäíàêî,
íà íàø âçãëÿä, â ýòèõ ðàáîòàõ èñïîëüçóåòñÿ òàêîé âàðèàíò ¾óïðàâëÿåìîãî ïåðåîò-
êðûòèÿ¿, êîòîðûé âñ¼ æå èìååò ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ îò ãåíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà.
Åñëè ãåíåòè÷åñêèé ïîäõîä òðåáóåò, ÷òîáû îáó÷åíèå ñëåäîâàëî åñòåñòâåííûì ïóòÿì
ïðîèñõîæäåíèÿ çíàíèé (ïðè÷¼ì íåîáÿçàòåëüíî ôàêòè÷åñêîìó èñòîðè÷åñêîìó ïóòè),
òî ¾óïðàâëÿåìîå ïåðåîòêðûòèå¿ â ðàáîòàõ çàðóáåæíûõ èññëåäîâàòåëåé, ñëåäóþùèõ
çàëîæåííîìó Ôðîéäåíòàëåì è Ãðàâåìåéåðîì [5] òåîðåòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ RME
(¾Ðåàëèñòè÷åñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå¿), ñâîäèòñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ ¾ôîð-
ìèðóåìûõ ìîäåëåé¿ (emergent models [5]), ãäå íåñêîëüêî èñêóññòâåííî ìîäåëèðóåòñÿ
ïðîöåññ îâëàäåíèÿ ìàòåðèàëîì.

Çàäà÷à íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîêàçàòü, êàê â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû (äëÿ ïåäà-
ãîãè÷åñêèõ âóçîâ è óíèâåðñèòåòîâ) èñïîëüçîâàòü ¾óïðàâëÿåìîå ïåðåîòêðûòèå òàê¿,
÷òîáû ïðîöåññ îâëàäåíèÿ çíàíèÿìè ñëåäîâàë íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ïóòÿì èõ ïðî-
èñõîæäåíèÿ (íå ñâîäÿ ýòî ê èñòîðè÷åñêîìó ïóòè). Ýòî îñîáåííî âàæíî â îáó÷åíèè
áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè, ïîñêîëüêó ìîæåò óñîâåðøåíñòâîâàòü èõ âçãëÿäû íà
ìàòåìàòèêó è å¼ ïðåïîäàâàíèå [6].

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìû ñíà÷àëà óêàæåì íàèáîëåå, íà íàø âçãëÿä,
öåëåñîîáðàçíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ìàòåðèàëà, à ïîòîì � ñïîñîáû îáó-
÷åíèÿ íåêîòîðûì ðàçäåëàì ïðåäìåòà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçó÷åíèÿ êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû.
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Ñëîæíîñòü ïëàíèðîâàíèÿ êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åãî æå-
ëàòåëüíî ïðîõîäèòü íà íà÷àëüíîì ýòàïå îáó÷åíèÿ â âûñøåé øêîëå, ðàíåå äðóãèõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ. Îäíàêî, íàïðèìåð, ïîíÿòèå ëèíåéíîãî (âåêòîðíîãî) ïðîñòðàí-
ñòâà óæå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíûì è àáñòðàêòíûì è äàæå áîëåå ãðîìîçäêèì, ÷åì,
íàïðèìåð, ïîíÿòèå ãðóïïû, è äëÿ ïîëíîöåííîãî îâëàäåíèÿ òðåáîâàëî áû ñåðü¼çíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôóíäàìåíòà. Òî æå êàñàåòñÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (ïðåîáðàçî-
âàíèé, îïåðàòîðîâ). Âåñüìà àáñòðàêòíûìè è ñëîæíûìè äëÿ ïîëíîãî îâëàäåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (íåçàâèñèìîñòè) è ñâÿçàííûå ñ íèì ïîíÿòèÿ
ëèíåéíîé îáîëî÷êè, áàçèñà, ðàçìåðíîñòè.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðàçðåøåíèþ óêàçàííûõ ïðîáëåì. Íàïðèìåð,
äî 60-õ ãîäîâ 20 âåêà â óíèâåðñèòåòàõ è ïåäâóçàõ ïðåïîäàâàíèå êóðñà âûñøåé àëãåáðû
âåëîñü ïî ó÷åáíèêó À. Ã. Êóðîøà [7], â êîòîðîì ðàçäåë ïî ëèíåéíîé àëãåáðå, ñ êî-
òîðîãî è íà÷èíàëñÿ âåñü êóðñ, ÷èòàëñÿ â äîâîëüíî åñòåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ñíà÷àëà ïîêàçûâàëîñü, êàê ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè) ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ. Ýòî åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïðèâîäèëî ê ôîðìóëàì äëÿ îïðåäåëèòåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà è ñîîòâåòñòâó-
þùèì ôîðìóëàì Êðàìåðà, à ïîòîì è ê îïðåäåëèòåëÿì òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ñòðîãîå
îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëåé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ââîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíî-
âîê, ÷òî âñ¼ æå óñëîæíÿëî êóðñ ïî÷òè ñ ñàìîãî íà÷àëà.

Ïîçäíåå, â ñåìèäåñÿòûå ãîäû, íà ìåõìàòå ÌÃÓ áûëà ïðèíÿòà íîâàÿ ïðîãðàììà,
ãäå ëèíåéíàÿ àëãåáðà ïðåïîäàâàëàñü â îòäåëüíîì êóðñå íà âòîðîì ñåìåñòðå. Òåì íå
ìåíåå, â êóðñå âûñøåé àëãåáðû ïåðâîãî ñåìåñòðà ðàññìàòðèâàëèñü êàê ìåòîäû ðåøå-
íèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òàê è ìàòðèöû ñ îïðåäåëèòåëÿìè, ïðè÷¼ì óæå íà
ïåðâûõ ëåêöèÿõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèëèñü îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî
ïîðÿäêà è óêàçûâàëîñü, ÷òî ïî èíäóêöèè ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ ìîíî îáîáùèòü è
íà áîëåå âûñîêèå ïîðÿäêè [8]. Òàêæå â ïåðâîì ñåìåñòðå ðàññìàòðèâàëèñü àðèôìå-
òè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà (íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë). Â ó÷åáíèêå Ë.
À. Ñêîðíÿêîâà ëèíåéíàÿ àëãåáðà ïåðâîãî ñåìåñòðà ñòðîèëàñü áåç ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè [9].

Äëÿ ïåäàãîãè÷åñêèõ æå âóçîâ êàôåäðîé âûñøåé àëãåáðû ÌÃÏÈ èìåíè Â. Ëå-
íèíà âî ãëàâå ñ Ë. ß. Êóëèêîâûì áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, â êîòîðîé äàæå
ïðîñòåéøèì ýëåìåíòàì ëèíåéíîé àëãåáðû ïðåäøåñòâîâàëè ðàçäåëû, ïîñâÿùåííûå
ýëåìåíòàì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, òåîðèè ìíîæåñòâ, îòíîøåíèé è îòîáðàæåíèé, à
òàêæå ââåäåíèå â òåîðèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì è îñíîâíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì. Òàêîå
ïëàíèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì, îäíàêî, íà íàø âçãëÿä, ïðè ýòîì íå
ñëåäóåò óâëåêàòüñÿ ôîðìàëèçìîì, êîòîðûé áûë ïðèñóù, íàïðèìåð, ó÷åáíèêó ñàìîãî
Ë. ß. Êóëèêîâà [1].

Òàê èëè èíà÷å, ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èëè ïîñâÿùåí-
íûõ åé ðàçäåëîâ îáùåãî êóðñà àëãåáðû ìû ñ÷èòàåì îáÿçàòåëüíûì ïðåäâàðèòåëüíîå
èçó÷åíèå ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ:

1) Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è òåîðèè ìíîæåñòâ
(âêëþ÷àÿ ñâåäåíèÿ îá îòîáðàæåíèÿõ);

2) Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, èíäóêòèâíûå îïðåäåëåíèÿ, ñîêðàù¼ííàÿ çà-
ïèñü ñóììèðîâàíèÿ;

2) Ïðîñòåéøèå ñâåäåíèÿ îá àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ, ãðóïïàõ, êîëüöàõ è ïîëÿõ.
Äàëåå ìîæíî ââåñòè ìàòðèöû, âåêòîðû (êàê ÷àñòíûå âèäû ìàòðèö � âåêòîðû-

ñòðîêè è âåêòîðû-ñòîëáöû), ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä íèìè, è ñðàçó èñïîëüçîâàòü ìàò-
ðèöû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Æîðäàíà � Ãàóññà (êîãäà
ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ïðåîáðàçóåòñÿ ê ïðèâåäåííîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó
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� ñ íóëÿìè êàê íèæå, òàê è âûøå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ). Ýòî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå äëÿ âûâîäà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû (êî-
ãäà ýòî âîçìîæíî). Çàòåì ñòðîèòñÿ òåîðèÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé â òåðìèíàõ âåêòîðîâ, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøå-
íèé. Ëèøü ïîñëå ýòîãî ìû ââîäèì îïðåäåëèòåëè, ìîòèâèðóÿ èõ ââåäåíèå îáû÷íûì
îáðàçîì � ðåøàÿ ñíà÷àëà ñèñòåìó èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñò-
íûìè, ïîòîì � èç òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè è ïî èíäóêöèè îáîáùàÿ
ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îïðåäåëèòåëåé ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå (òàêèì îáðà-
çîì, íà ýòîì ýòàïå ìîæíî îáîéòèñü áåç ââåäåíèÿ ïåðåñòàíîâîê è èõ ñâîéñòâ). Ïîñëå
ýòîãî, âñå åùå íå ââîäÿ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ðàíãà
ìàòðèöû êàê ÷èñëà íåíóëåâûõ ñòðîê â åå ñòóïåí÷àòîì âèäå, à òàêæå ñïîñîá åãî âû-
÷èñëåíèÿ ìåòîäîì îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ. Òàê ìû ïðèõîäèì ê òåîðåìå Êðîíåêêåðà-
Êàïåëëè. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ââåñòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû (åùå íå ââîäÿ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ), ïîêàçàòü ñïîñîá íàõîæ-
äåíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, ñ
ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.

Ìû îïèñàëè çäåñü ââîäíóþ ÷àñòü êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðóþ â ëþáîì ñëó-
÷àå ìîæíî ïðîõîäèòü íà ïåðâîì êóðñå èëè äàæå â ïåðâîì ñåìåñòðå, íå èñïîëüçóÿ íè
ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, íè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé,
íè ïåðåñòàíîâîê è èõ ñâîéñòâ.

Îäíàêî áîëåå ñëîæíûå ïîíÿòèÿ äàëüíåéøåãî êóðñà, â ÷àñòíîñòè, ïîíÿòèå ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè, äëÿ ïîëíîöåííîãî è ãëóáîêîãî óñâîåíèÿ òðåáóþò óïðàâëÿåìîãî
¾ïåðåîòêðûòèÿ¿ ñ ïîìîùüþ òùàòåëüíî ïîäãîòîâëåííûõ äåéñòâèé íà îñíîâå ãåíåòè-
÷åñêîãî ïîäõîäà.

Â ðàáîòå [3] ìû ïðåäëîæèëè ñòðîèòü ìåòîäè÷åñêóþ ðàçðàáîòêó ñèñòåìû èçó÷åíèÿ
ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà (ðàçäåëà êóðñà, âàæíîãî ïîíÿòèÿ èëè ñèñòåìû ïîíÿòèé) èç äâóõ
÷àñòåé: 1) ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñðåäñòâ è ìåòîäè÷åñêèõ
ïðèåìîâ è 2) êîíêðåòíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîöåññà îáó÷åíèÿ.

Àíàëèç ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: 1) ãåíåòè÷åñêîé ðàçðàáîòêè ìàòåðèàëà è 2) àíà-
ëèçà ðàñïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëà è âîçìîæíîñòåé èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñðåäñòâ
ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåðèàëà è âîçäåéñòâèÿ íà îáó÷àåìûõ.

Ãåíåòè÷åñêàÿ ðàçðàáîòêà ìàòåðèàëà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èññëå-
äîâàíèå èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà ñ ÷åòûðåõ òî÷åê çðåíèÿ:

à) èñòîðè÷åñêîé;
á) ëîãè÷åñêîé;
â) ïñèõîëîãè÷åñêîé;
ã) ïðèêëàäíîé.
Ïîñëå äâóõ ýòàïîâ àíàëèçà íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ïðîåêòèðîâàíèå ïðîöåññà

èçó÷åíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì ïðîöåññ èçó÷åíèÿ öåëåñîîáðàçíî ðàçáèòü
íà ÷åòûðå ñòàäèè:

1) Ïîñòðîåíèå ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè.
2) Ïîñòàíîâêà íîâûõ åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ âîïðîñîâ.
3) Ïîíÿòèéíî-ñòðóêòóðíûé àíàëèç è ëîãè÷åñêàÿ îðãàíèçàöèÿ.
4) Ðàçâèòèå ïðèëîæåíèé è àëãîðèòìîâ.
Ðàññìîòðèì çäåñü ëèøü âòîðóþ ÷àñòü � ïðîåêòèðîâàíèå ïðîöåññà èçó÷åíèÿ ó÷åá-

íîãî ìàòåðèàëà íà ïðèìåðå èçó÷åíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.
Ïðîåêòèðîâàíèå ïðîöåññà èçó÷åíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.
1) Ïîñòðîåíèå ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè.
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Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâî âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ, öåëåñî-
îáðàçíî ìèíèìèçèðîâàòü ýòó ñèñòåìó îáðàçóþùèõ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: â êàêîì ñëó÷àå
ìîæíî óìåíüøèòü ÷èñëî îáðàçóþùèõ? Ýòî ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü, åñëè áû èç ñè-
ñòåìû îáðàçóþùèõ óäàëèòü îäèí èç âåêòîðîâ òàê, ÷òî îñòàâøèåñÿ âåêòîðû âíîâü
îáðàçóþò ñèñòåìó îáðàçóþùèõ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà îäèí
èç âåêòîðîâ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå. Â ýòîì ñëó÷àå åãî ìîæíî óäàëèòü,
è èìåííî â ýòîì ñëó÷àå ìû íàçûâàåì ñèñòåìó âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìîé. Çäåñü �
¾ìîìåíò èñòèíû¿, êîãäà ðîæäàåòñÿ ïîíÿòèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.

2) Ïîñòàíîâêà íîâûõ åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ âîïðîñîâ.
Ïðèìåðû òàêèõ âîïðîñîâ:
Â êàêîì ñëó÷àå èç ñèñòåìû îáðàçóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâà íåëüçÿ óäàëèòü íè îä-

íîãî âåêòîðà? (Ýòîò âîïðîñ ïîäâîäèò ê ïîíÿòèþ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè). Â êàêîì
ñëó÷àå äâà âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû? Â êàêîì ëèíåéíî íåçàâèñèìû? Åñëè äâå ïà-
ðû âåêòîðîâ ïîïàðíî íåêîëëèíåàðíû, áóäóò ëè îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû? Â êàêîì
ñëó÷àå ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî âåêòîðà, ëèíåéíî çàâèñèìà? Â êàêîì ëèíåéíî
íåçàâèñèìà? Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà, êàæäûé ëè âåêòîð ëèíåéíî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå? Ìîæåò ëè â ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå áûòü ëè-
íåéíî çàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà? Ìîæåò ëè ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ñîäåðæàòü
íóëåâîé âåêòîð? è ò. ï.

3) Ïîíÿòèéíî-ñòðóêòóðíûé àíàëèç è ëîãè÷åñêàÿ îðãàíèçàöèÿ.
Ïîñëå ïîñòàíîâêè ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè è íàñòóïëåíèÿ ¾ìîìåíòà èñòèíû¿ ñòðîãî

ôîðìóëèðóåòñÿ îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè, äîêàçûâàþòñÿ
òùàòåëüíî îòîáðàííûå è åñòåñòâåííî ôîðìóëèðóåìûå ñâîéñòâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ
è íåçàâèñèìûõ ñèñòåì.

4) Ðàçâèòèå ïðèëîæåíèé è àëãîðèòìîâ.
Öåëåñîîáðàçíî ïðîðåøàòü äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî óïðàæíåíèé íà íàõîæäåíèå

áàçèñà è ðàíãà ñèñòåìû âåêòîðîâ (ýòî áóäåò è óïðàæíåíèåì íà ýêâèâàëåíòíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé).
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Âíåäðåíèå ýëåêòðîííîãî ñåðâèñà ÁÐÑ â îáðàçîâàòåëüíûé
ïðîöåññ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ

íàóê: ïåðâûå èòîãè

Ì.È. ×åðäûíöåâà
Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ýëåêòðîííûé ñåðâèñ áàëëüíî-ðåéòèíãîâîé ñèñòåìû
(ÁÐÑ) èñïîëüçóåòñÿ â èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîì-
ïüþòåðíûõ íàóê Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà. Íà îñíîâå
àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ óäàëîñü âûÿâèòü äîñòîèíñòâà, íåäîñòàòêè
è íåäîñòàòî÷íóþ ïðîðàáîòàííîñòü ñàìîé èäåè ÁÐÑ, à òàêæå ïðî-
áëåìû îáúåêòèâíîñòè îöåíèâàíèÿ çíàíèé ñòóäåíòîâ.

Introduction of electronic service BRS in the educational process
of the Institute of mathematics, mechanics and computer

sciences: �rst results

M. I. Cherdyntseva
Southern Federal University, Rostov-on-Don, Russia
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Âíåäðåííàÿ â ÞÔÓ áàëëüíî-ðåéòèíãîâàÿ ñèñòåìà (ÁÐÑ) áåçóñëîâíî íå ìîæåò
ÿâëÿòüñÿ èíñòðóìåíòîì îöåíêè êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ, íî ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîòèâà-
öèè ñòóäåíòîâ ê ðåãóëÿðíîìó âûïîëíåíèþ çàäàíèé ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ìîùíûì
èíñòðóìåíòîì. Ê ñîæàëåíèþ íå âñå ïðåïîäàâàòåëè âîñïðèíèìàþò å¼ èìåííî òàê. Ïî-
ýòîìó çà÷àñòóþ ïîäõîäÿò ê âîïðîñó ôîðìèðîâàíèÿ ó÷åáíûõ êàðò äèñöèïëèí (ÓÊÄ),
à òàêæå ñâîåâðåìåííîìó âûñòàâëåíèþ áàëëîâ òåêóùåãî ðåéòèíãà äîñòàòî÷íî ôîð-
ìàëüíî. Îäíèì èç àðãóìåíòîâ ïðîòèâ èñïîëüçîâàíèÿ ÁÐÑ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü
ïîñòîÿííîãî âûñòàâëåíèÿ áàëëîâ. Ìíîãèå ïðåïîäàâàòåëè ñ÷èòàþò, ÷òî, íå ïðîâîäÿ
ïîñòîÿííûé êîíòðîëü çíàíèé, îíè ìîãóò äîñòàòî÷íî îáúåêòèâíî îöåíèòü ðåçóëüòàòû
èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû ïî èòîãàì îäíîé�äâóõ êîíòðîëüíûõ ðàáîò èëè îòâåòà ñòóäåíòà
íà ýêçàìåíå.

Ïîíèìàÿ, ÷òî ïðîöåññ âåäåíèÿ âåäîìîñòåé ÁÐÑ ïðèâåäåò ê çíà÷èòåëüíîé äîïîë-
íèòåëüíîé íàãðóçêå íà ïðåïîäàâàòåëÿ â èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþ-
òåðíûõ íàóê (ÈÌÌ è ÊÍ) áûëî ïðèíÿòü ðåøåíèå ðàçðàáîòàòü ñèñòåìó ýëåêòðîííîé
ïîääåðæêè çàïîëíåíèÿ ðåéòèíãà. Âàæíûì òðåáîâàíèåì ïðè ñîçäàíèè òàêîé ñèñòå-
ìû áûëà âîçìîæíîñòü äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé çàïîëíÿòü ðåéòèíã ñ ëþáîãî êîìïüþòåðà,
èìåþùåãî äîñòóï ê èíòåðíåòó, à äëÿ ñòóäåíòîâ � âîçìîæíîñòü ïîñòîÿííî ñëåäèòü çà
ñâîèì òåêóùèì ðåéòèíãîì ïî êàæäîìó ïðåäìåòó. Çàäà÷à ðàçðàáîòêè ñèñòåìû ¾Ñåð-
âèñ ÁÐÑ¿ áûëà ïîñòàâëåíà ïåðåä êîëëåêòèâîì ñòóäåí÷åñêîé ÈÒ-ëàáîðàòîðèè ÈÌÌ
è ÊÍ.

Ñèñòåìà ¾Ñåðâèñ ÁÐÑ¿ ïðîøëà àïðîáàöèþ è èñïîëüçóåòñÿ ñ íà÷àëà åå ðàçðàáîòêè
â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê, íî è íà þðèäè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñèñòåìà ¾Ñåðâèñ ÁÐÑ¿ ïîääåðæèâàåò ïîëíûé öèêë ôîðìè-
ðîâàíèÿ îò÷åòíîñòè ïî äèñöèïëèíå � îò ìîìåíòà ñîçäàíèÿ ó÷åáíîé êàðòû ñ ðàñøèô-
ðîâêîé èçó÷àåìûõ ðàçäåëîâ äèñöèïëèíû, êîíòðîëüíûõ ìåðîïðèÿòèé è êîëè÷åñòâà
áàëëîâ ðåéòèíãà çà êàæäîå èç íèõ, äî ïîëó÷åíèÿ è ïå÷àòè èòîãîâîé âåäîìîñòè. Äëÿ
ñòóäåíòîâ â ëè÷íîì êàáèíåòå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ î ðåéòèíãå íà òå-
êóùèé ìîìåíò. Ñîòðóäíèêè äèðåêöèè èìåþò âîçìîæíîñòü êîíòðîëèðîâàòü òåêóùèé
ðåéòèíã ïî êàæäîé ó÷åáíîé ãðóïïå. Íàêàïëèâàþùàÿñÿ ïî ñåìåñòðàì èíôîðìàöèÿ
ïîçâîëèò ïî îêîí÷àíèþ îáó÷åíèÿ ïðîâåðÿòü è ôîðìèðîâàòü äàííûå äëÿ âêëàäûøà
â äèïëîì.

Â öåëÿõ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ñèñòåìû è èñïîëüçîâàíèÿ å¼ â äðóãèõ ïîäðàçäåëå-
íèÿõ ÞÔÓ áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå ðàçðàáîòàòü èíñòðóìåíòàðèé äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
ñèñòåìû ¾Ñåðâèñ ÁÐÑ¿ è ñèñòåìû¾1Ñ-Óíèâåðñèòåò¿. Ñîçäàííûé äëÿ ýòîé öåëè êîì-
ïëåêñ ñåðâèñîâ ïîçâîëÿåò â íà÷àëå ó÷åáíîãî ñåìåñòðà âûãðóæàòü àêòóàëüíûå ñïèñêè
ñòóäåíòîâ, ôîðìèðîâàòü ñïèñêè ÷èòàåìûõ äèñöèïëèí è çàêðåïëåííûõ çà íèìè ïðå-
ïîäàâàòåëåé íà îñíîâå íàãðóçêè, à òàêæå âûãðóæàòü ñåìåñòðîâûå èòîãè âåäîìîñòè
íåïîñðåäñòâåííî â ¾1Ñ-Óíèâåðñèòåò¿.

Îïûò èñïîëüçîâàíèÿ ¾Ñåðâèñà ÁÐÑ¿ ïîçâîëèë óâèäåòü êàê ïîëîæèòåëüíûå ìî-
ìåíòû ââåäåíèÿ áàëëüíî-ðåéòèíãîâîé ñèñòåìû, òàê è ìíîãèå ìîìåíòû, îñòàâøèåñÿ â
íåé íåäîîïðåäåëåííûìè èëè íåïðîäóìàííûìè. ×àñòü âîïðîñîâ áûëà ðåøåíà ðàçðà-
áîò÷èêàìè ¾Ñåðâèñà ÁÐÑ¿ èñõîäÿ èç îïûòà è ñóùåñòâóþùåé ïðàêòèêè âûñòàâëåíèÿ
çà÷åòîâ è ýêçàìåíîâ â ÈÌÌ è ÊÍ. Îäíàêî ìíîãèå ìîìåíòû äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ
íåðåøåííûìè, ÷òî âíîñèò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè â ïðîöåññ èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòå-
ìû ¾Ñåðâèñ ÁÐÑ¿. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå âîçíèêàþò çàòðóäíåíèÿ â ïðîöåññå âíåäðåíèÿ
ñèñòåìû ¾Ñåðâèñ ÁÐÑ¿ â ïîäðàçäåëåíèÿõ ÞÔÓ.
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Èñïîëüçîâàíèå ïàêåòîâ äèíàìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè äëÿ
äåìîíñòðàöèè ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè

Â.È. ßðîøåâè÷
Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïóòè èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñèñòåì äèíàìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè (Geogebra è äðó-
ãèõ) äëÿ äåìîíñòðàöèè ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè.
Èññëåäóþòñÿ ïðåèìóùåñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà â ñ òðàäè-
öèîííûìè ïîäõîäàìè â îáó÷åíèè ðåøåíèþ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè.

Using systems of dynamic mathematics in teaching school
students to solve tasks with parameters

V. I. Yaroshevich
Moscow City University, Moscow, Russia

Ìîæíî âñòðåòèòü äîñòàòî÷íî ìíîãî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ âîïðîñàì ïðåïî-
äàâàíèÿ ãåîìåòðèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòîâ äèíàìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, òàêèõ êàê
Geogebra èëè ¾Æèâàÿ ìàòåìàòèêà¿, à çà ðóáåæîì èíòåðàêòèâíàÿ ðàáîòà ñ êîìïüþ-
òåðàìè èñïîëüçóåòñÿ äàæå â íà÷àëüíîé øêîëå [1]. Îäíàêî ïàêåòû êîìïüþòåðíîé àë-
ãåáðû è äèíàìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè èìåþò õîðîøèå ïåðñïåêòèâû èñïîëüçîâàíèÿ è â
ðàìêàõ óðîêîâ àëãåáðû è íà÷àë àíàëèçà, ÷òî óæå ïîêàçàíî â ðÿäå ðàáîò [2, 3, 4]. Îä-
íàêî ïðèìåðîâ óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ñèñòåì äèíàìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè â ðàìêàõ
ñòàíäàðòíûõ óðîêîâ ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ìîæíî áûëî áû îæèäàòü.

Èññëåäîâàíèÿ [2, 3, 4, 5] ïîêàçûâàþò, ÷òî îñíîâíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü
îñâîåíèÿ ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ ïîäîáíîãî òèïà ó÷èòåëÿìè è ó÷àùèìèñÿ, ñëàáî âû-
ñòðîåííûé ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ïåäàãîãîâ ýòèì ïàêåòàì è îòêðûâàþùèìñÿ ìåòîäè÷å-
ñêèì âîçìîæíîñòÿì ïðèìåíåíèÿ èõ íà óðîêàõ, íåñîîòâåòñòâèå âçãëÿäîâ ó÷èòåëåé íà
ìàòåìàòèêó è å¼ ïðåïîäàâàíèå ñîâðåìåííûì âîçìîæíîñòÿì [4, 5].

Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðèâåäåì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ Geogebra äëÿ îáúÿñíåíèÿ
ïðèåìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè (çàäà÷à �18 èç ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå). Ïîäîá-
íûå çàäà÷è òðàäèöèîííî âûçûâàþò ñëîæíîñòè ó ó÷àùèõñÿ � íà ýêçàìåíå èõ âåðíî
ðåøàþò òîëüêî 1% ó÷åíèêîâ.
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Åñòü ìíåíèå, ÷òî ýòî îáóñëîâëåíî â òîì ÷èñëå è òåì, ÷òî èçìåíÿåìîñòü ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ñ òðóäîì âîñïðèíèìàåòñÿ ïðè ïîäà÷å â
óñòíîé ôîðìå äëÿ ó÷àùèõñÿ íå îáëàäàþùèì âûñîêèì óðîâíåì àáñòðàêòíîãî ìûø-
ëåíèÿ.

È âîò çäåñü ìîãóò ïîìî÷ü ïàêåòû äèíàìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè ñ èõ áîãàòûìè âîç-
ìîæíîñòÿìè ïî âèçóàëèçàöèè ãðàôèêîâ ôóíêöèè è èíòåðàêòèâíûìè ýëåìåíòàìè
óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðàìè.

Çàäà÷à. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà
óðàâíåíèé {

x2 + y2 = a2

xy = a2 − 3a

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.
Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçîáðàòü âñå

âàðèàíòû ôèãóð, êîòîðûå çàäàþò óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àå, ýòî îêðóæ-
íîñòü ñ ðàäèóñîì a (â êðàéíåì ñëó÷àå âûðîæäàþùàÿñÿ â òî÷êó), êîòîðóþ çàäàåò
ïåðâîå óðàâíåíèå, è ïàðà ãèïåðáîë, ãäå îò ïàðàìåòðà çàâèñèò, â êàêèõ êîîðäèíàò-
íûõ ÷åòâåðòÿõ îíè íàõîäÿòñÿ (â êðàéíåì ñëó÷àå îíè âûðîæäàþòñÿ â äâå âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå).

Â Geogebra ìû ëåãêî ìîæåì äîáàâèòü íà ÷åðòåæ îáà îáúåêòà, ñîîòâåòñòâóþùèõ
êàæäîìó èç óðàâíåíèé ñèñòåìû, à, ïàðàìåòð a çàäàòü â âèäå ïîëçóíêà, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ìûøêè ìåíÿòü åãî çíà÷åíèå (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1: Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì

Èçìåíåíèå îáúåêòîâ ïðè äâèæåíèè ïîëçóíêà â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè ïîçâî-
ëÿåò ñäåëàòü ïðîöåññ èññëåäîâàíèÿ áîëåå íàãëÿäíûì, ïðèáëèæåííûì ê æèçíè, à íå
òîëüêî îáëàñòè ÷èñòîé àáñòðàêöèè. Áîëåå òîãî, óæå íà ýòîì ýòàïå ìîæíî âûÿâèòü
îñîáûå òî÷êè, êîòîðûå ìîãóò íàòîëêíóòü íà ðåøåíèå. Ïîñëå íåïðîäîëæèòåëüíîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ ìû íàõîäèì, ÷òî ðîâíî äâà ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû ìîãóò áûòü òîëüêî òîãäà,
êîãäà ãèïåðáîëû êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè. Íàõîæäåíèå ýòèõ òî÷åê óïðîùàåòñÿ, åñëè
îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ãèïåðáîëû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ y = x
è y = −x, ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 2).
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Ðèñ. 2: Ñëó÷àé ðîâíî äâóõ ðåøåíèé

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:
x2 + y2 = a2

xy = a2 − 3a

y = x

⇔


2x2 = a2

x2 = a2 − 3a

y = x

⇒ a = 0, a = 6

Çíà÷åíèå a = 0 íå ïîäõîäèò, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå îêðóæíîñòü âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó
è ó ñèñòåìû îäíî ðåøåíèå (0; 0). Çíà÷åíèå a = 6 - ïîäõîäèò ïîä âñå îãðàíè÷åíèÿ,
çíà÷èò, ýòî èñêîìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà.

Àíàëîãè÷íî, íàõîäèì çíà÷åíèå a = 2, êîãäà ãèïåðáîëû íàõîäÿòñÿ âî 2-é è 4-é
êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòÿõ.

Äîïîëíèòåëüíûì áîíóñîì ìîæåò ñëóæèòü íåÿâíîå îáîãàùåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà íàáëþäåíèÿìè, êàê çàâèñèò âèä òîé èëè èíîé ôèãóðû îò ðàçëè÷íûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Íàïðèìåð, êàêàÿ ÷àñòü â óðàâíåíèè îêðóæíîñòè îòâå÷àåò ðàäèóñ, èëè îò ÷åãî
çàâèñèò êðèâèçíà ãèïåðáîëû, à òàêæå åå ðàçìåùåíèå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî èññëåäîâàíèå ïîäâèæíûõ ÷åðòåæåé íå ïîäìåíÿåò ôàçó ôîð-
ìàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ, è, êîíå÷íî, íàéäåííûå èç ÷åðòåæà
ðåøåíèÿ òðåáóþò ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ. Çäåñü ìû ãîâîðèì
ëèøü î âèçóàëèçàöèè âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Íà÷àëüíûå ðåçóëüòàòû àïðîáàöèè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëàãà-
åìûé ïîäõîä îáëåã÷àåò ïðîõîæäåíèå ýòàïà ñîñòàâëåíèÿ ñïèñêà âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ
äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà.
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