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Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẋ = a(t)x, x ∈ R1, t ∈ R+ ≡ [0,+∞),

ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé a : R+ → R.
Åãî ðåøåíèÿ ñóòü ôóíêöèè

x(t) = C exp

(∫ t

0
a(τ) dτ

)
, t ∈ R+, C ∈ R.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì (Ëÿïóíîâà) ôóíêöèè
x : R+ → Rn \ {0} íàçûâàåòñÿ (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) âåëè÷èíà

λ[x] = lim
t→+∞

1
t
ln ∥x(t)∥.

Âñå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ a èìåþò îäèíàêîâûé ïîêàçàòåëü

λ(a) = lim
t→+∞

1
t

∫ t

0
a(τ) dτ.
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Ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = a(t, µ)x, x ∈ R1, t ∈ R+,

ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé a : R+ × M → R.

Âîïðîñ: ÷ò�î ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèÿ

λ(µ; a) ≡ lim
t→+∞

1
t

∫ t

0
a(τ, µ) dτ?

Íàïðèìåð, ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîãî
ýòà ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ

ôóíêöèåé Äèðèõëå? (ôóíêöèÿ Äèðèõëå � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Q)
ôóíêöèåé Ðèìàíà? (ðàâíîé 1/n â ðàöèîíàëüíîé òî÷êå m/n,
(m, n) = 1, è 0 â èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ)

. . . ?
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Ïðèìåð: ðàçðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòîì

a(t, µ) = 2 sin2(πt) cos2(π3kµ/2), t ∈ [k − 1, k), k ∈ N, µ ∈ [0, 1].

Ω1 = {µ ∈ [0, 1] : µ = m3−j, j ∈ N, m ∈ 2N+ 1},
Ω2 = {µ ∈ [0, 1] : µ = m3−j, j ∈ N, m ∈ 2N}.

µ ∈ Ω1 ⇒ λ(µ; a) = 0; µ ∈ Ω2 ⇒ λ(µ; a) = 1.

Ò.ê. Ω1 = Ω2 = [0, 1], òî ôóíêöèÿ µ 7→ λ(µ; a) âñþäó ðàçðûâíà.
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Êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé

Ïóñòü F � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé M → R. Òîãäà:

[F ] f (µ) = lim
k→∞

fk(µ)

[F ]↑ � ôóíêöèè M → R, ïðåäñòàâèìûå â âèäå f (µ) = sup
k∈N

fk(µ)

[F ]↓ f (µ) = inf
k∈N

fk(µ),

ãäå µ ∈ M, fk ∈ F , k ∈ N.

Êëàññû Áýðà: B0(M) = C(M), Bk(M) = [Bk−1(M)], k ∈ N.

Êëàññû ßíãà�Õàóñäîðôà: L0(M) = U0(M) = C(M),
Lk(M) = [Uk−1(M)]↓, Uk(M) = [Lk−1(M)]↑, k ∈ N.
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Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè

C = B0

L1

U1

B1

L2

U2

B2 · · ·

Lα

Uα

Bα

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ: Bk−1(M) ⊂ Bk(M),
Lk−1(M) ⊂ Lk(M), Uk−1(M) ⊂ Uk(M),
Bk(M) ⊃ Lk(M), Bk(M) ⊃ Uk(M),
Bk−1(M) = Lk(M) ∩ Uk(M), k ∈ N.
B0(M) = L0(M) = U0(M) = C(M) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè,
L1(M) � ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó ôóíêöèè,
U1(M) � ïîëóíåïðåðûâíûå ñíèçó ôóíêöèè.
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Ïîêàçàòåëü ëèíåéíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Òåîðåìà (Ì.Â. Êàðïóê, 2014)

{µ 7→ λ(µ; a) : a ∈ C(R+ × M)} = L2(M).

À åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè êàæäîì µ ∈ M óðàâíåíèå

ẋ = a(t, µ)x, x ∈ R, t ∈ R+,

èìåëî îãðàíè÷åííûé êîýôôèöèåíò?

Òåîðåìà (Ì.Â. Êàðïóê, 2014)

Êëàññ {µ 7→ λ(µ; a) : a ∈ C(R+ × M) ∧ sup
t∈R+

|a(t, µ)| < ∞, µ ∈ M}

ñîñòîèò èç êîíå÷íûõ ôóíêöèé êëàññà L2(M), êàæäàÿ èç êîòîðûõ
èìååò ïîëóíåïðåðûâíóþ ñâåðõó ìèíîðàíòó.

Êñòàòè, ôóíêöèÿ Ðèìàíà R ∈ B1([0, 1]) ⊂ L2([0, 1]), à ôóíêöèÿ
Äèðèõëå D ∈ U2([0, 1]) \ L2([0, 1]), çàòî 1 − D ∈ L2([0, 1]).

Áûêîâ Â.Â. (ÌÃÓ) ÎÌ×À-2025 7 / 27



Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(A) ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+. (A)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî {λ[x] : x ∈ S∗(A)} ñîäåðæèò íå
áîëåå n ýëåìåíòîâ (çäåñü è äàëåå çâ¼çäî÷êà â íèæíåì èíäåêñå
îçíà÷àåò âûêàëûâàíèå íóëÿ).
Ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (A) íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû

λi(A) = inf
L∈Gi(S(A))

sup
x∈L∗

λ[x], i = 1, n,

ãäå Gi(V) � ìíîæåñòâî i-ìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
ïðîñòðàíñòâà V.

Îòìåòèì, ÷òî −∞ ≤ λ1(A) ≤ . . . ≤ λn(A) ≤ +∞.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ñèñòåì

Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ çàäàííîãî n ∈ N
ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t, µ)x, x ∈ Rn, t ∈ R+, µ ∈ M, (∗)

ñ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè A : R+ × M → Rn×n.
Êëàññ âñåõ òàêèõ ñåìåéñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn(M).

Ìû òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâà (∗) èç Cn(M)
íåïðåðûâíûå ïî µ ∈ M ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ R+, ò.å.
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

lim
ν→µ

sup
t∈R+

∥A(t, ν)− A(t, µ)∥ = 0, µ ∈ M.

Êëàññ âñåõ òàêèõ ñåìåéñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Un(M).
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîêàçàòåëè ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû

ẋ = A(t, µ)x, x ∈ Rn, t ∈ R+, µ ∈ M,

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç λ1(µ;A) ≤ . . . ≤ λn(µ;A).

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷ò�î ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññû ôóíêöèé

ΛC
i (M; n) ≡ {µ 7→ λi(µ;A) : A ∈ Cn(M)}

è
ΛU

i (M; n) ≡ {µ 7→ λi(µ;A) : A ∈ Un(M)}

äëÿ çàäàííûõ n ⩾ 2, i = 1, n è ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M?

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ΛU
1 (M; 1) = C(M,R).
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Ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà (Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ, 1980)

Äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 è i = 1, n ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ
ΛU

i (M; n) ⊂ ΛC
i (M; n) ⊂ L2(M).

Òåîðåìà (Ì.È. Ðàõèìáåðäèåâ, 1982)

Äëÿ ëþáûõ n ⩾ 2 è i = 1, n âûïîëíåíî ΛU
i ([0, 1]; n) ̸⊂ B1([0, 1]).

Òåîðåìà (Ì.Â. Êàðïóê, 2014)

Äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 è i = 1, n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
ΛC

i (M; n) = L2(M).

Òåîðåìà (Â.Â. Áûêîâ, 2020)

Äëÿ ëþáîãî n ≥ 2 è i = 1, n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
ΛU

i (M; n) = L2(M).
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Ïîäïðîñòðàíñòâà α-ìåäëåííûõ ðåøåíèé

Çàôèêñèðóåì A ∈ Cn(M), µ ∈ M è α ∈ R.
Ïîëîæèì

dα(µ;A) = dim{x ∈ S(A(· , µ)) : λ[x] < α},

Dα(µ;A) = dim{x ∈ S(A(· , µ)) : λ[x] ⩽ α}.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷ò�î ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññû
ôóíêöèé

δC
α(M; n) ≡ {µ 7→ dα(µ;A) : A ∈ Cn},

δU
α (M; n) ≡ {µ 7→ dα(µ;A) : A ∈ Un},

∆C
α(M; n) ≡ {µ 7→ Dα(µ;A) : A ∈ Cn},

∆U
α(M; n) ≡ {µ 7→ Dα(µ;A) : A ∈ Un}?
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Îïèñàíèå êëàññîâ δα è ∆α

Òåîðåìà (À.Í. Âåòîõèí, 2015)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M, n ⩾ 1 è α ∈ R
ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ δC

α(M; n) ⊂ B2(M), ∆C
α(M; n) ⊂ B3(M);

äëÿ ëþáûõ n ⩾ 2 è α ∈ R ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ
δU
α (I; n) ̸⊂ B1(I), ∆U

α(I; n) ̸⊂ B2(I).

Òåîðåìà (Å.À. Áàðàáàíîâ, Â.Â. Áûêîâ, Ì.Â. Êàðïóê, 2019)

Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α ∈ R, n ⩾ 2 è ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M
êëàññû δC

α(M; n) è δU
α (M; n) ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è ñîñòîÿò èç

ôóíêöèé M → {0, . . . , n}, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó U2(M), à êëàññû
∆C

α(M; n) è ∆U
α(M; n) òàêæå ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è ñîñòîÿò èç

ôóíêöèé M → {0, . . . , n}, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó L3(M).
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Ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé

Äëÿ ñåìåéñòâà A ∈ Cn(M) è µ ∈ M îïðåäåëèì èíäåêñ óñòîé÷èâîñòè
ðàâåíñòâîì s(µ;A) = dim{x ∈ S(A(· , µ)) : supt∈R+

|x(t)| < ∞}.
Ïîëîæèì

σC(M; n) = {µ 7→ s(µ;A) : A ∈ Cn}, σU(M; n) = {µ 7→ s(µ;A) : A ∈ Un}.

Òåîðåìà (Ì.È. Çàéäåëü, 2023)

Äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M:

äëÿ âñÿêîãî n ⩾ 1 ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ
σC(M; n) ⊂ σU(M; n) ⊂ U2(M).

äëÿ âñÿêîãî n ⩾ 2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

σC(M; n) = σU(M; n) = {f : M → {0, . . . , n} ∧ f ∈ U2(M)}.

Áîëåå òîãî, ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç σC(M; n) ðåàëèçóåòñÿ ñåìåéñòâîì
ñ òîæäåñòâåííî íóëåâûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû (÷àñòîòû Ñåðãååâà)

Äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà t > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç νκ(y, t) â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèÿ κ êîëè÷åñòâî ó ôóíêöèè y íà ïîëóèíòåðâàëå [0, t):

ñìåí çíàêà, åñëè κ = −;

íóëåé, åñëè κ = 0;

êîðíåé, ò.å. íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè, åñëè κ = +;

ãèïåðêðàòíûõ êîðíåé, åñëè κ = ∗. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðîñòîé
íóëü ôóíêöèè y ó÷èòûâàåòñÿ îäèí ðàç, à êðàòíûé � áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðàç, íåçàâèñèìî îò åãî êðàòíîñòè.

Âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ÷àñòîòà Ñåðãååâà çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé èëè
ãèïåðêîðíåé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè y : R+ → R � ýòî âåëè÷èíà

ν̂κ[y] = lim
t→+∞

π

t
νκ(y, t) (ν̌κ[y] = lim

t→+∞

π

t
νκ(y, t)),

ïðè κ = −, 0,+, ∗ ñîîòâåòñòâåííî.
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Êëàññèôèêàöèÿ ÷àñòîò Ñåðãååâà

Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî çàäà÷ Êîøè{
y(n) + a1(t, µ)y(n−1) + . . .+ an−1(t, µ)ẏ + an(t, µ)y = 0, t ∈ R+,

y(0, µ) = ξ(µ), µ ∈ M.

Ôóíêöèè ai, i = 1, n, è ξ ñ÷èòàåì íåïðåðûâíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå
êàæäîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà µ ∈ M îòâå÷àåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y(· , µ). Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòû Ñåðãååâà
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà: µ 7→ ν̃κ[y(· , µ)], ãäå
˜∈ {ˇ , ˆ} è κ ∈ {−, 0,+}.

Òåîðåìà (Å.À. Áàðàáàíîâ, À.Ñ. Âîéäåëåâè÷, Â.Â. Áûêîâ, 2016)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

ν̌−, ν̌0 ∈ U3(M);

ν̂+, ν̂0 ∈ L3(M);

ν̌+ ∈ U2(M);

ν̂− ∈ L2(M).
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Ñïåêòðû ÷àñòîò Ñåðãååâà

Ïóñòü çàäàí ôóíêöèîíàë φ íà ìíîæåñòâå íåíóëåâûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèé âèäà

y(n) + a1(t)y(n−1) + . . .+ an−1(t)ẏ + an(t)y = 0, t ∈ R+, (♢)

êàæäîå èç êîòîðûõ ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñî ñòðîêîé åãî
êîýôôèöèåíòîâ a ≡ (a1, . . . , an). Ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ a îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗(a). Ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ φ íà
óðàâíåíèè a íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {φ(x) : x ∈ S∗(a)}.
Èç ïðèâåä¼ííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðû ÷àñòîò Ñåðãååâà
ëþáîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóñëèíñêèìè ìíîæåñòâàìè.
Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà (Å.À. Áàðàáàíîâ, À.Ñ. Âîéäåëåâè÷, 2016)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñóñëèíñêîãî ìíîæåñòâà P ⊂ R+, ñîäåðæàùåãî
íóëü, ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå (♢) òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñïåêòðû âåðõíèõ
÷àñòîò Ñåðãååâà íóëåé, çíàêîâ è êîðíåé êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ
ìíîæåñòâîì P.

Áûêîâ Â.Â. (ÌÃÓ) ÎÌ×À-2025 17 / 27



Íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ÷àñòîòà çíàêîâ

Íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ÷àñòîòà çíàêîâ ñåìåéñòâà óðàâíåíèé

y(n) + a1(t, µ)y(n−1) + . . .+ an−1(t, µ)ẏ + an(t, µ)y = 0, t ∈ R+, µ ∈ M,

åñòü âåëè÷èíà ω1(µ; a) = infy∈S∗(a(· ,µ)) ν̂
−[y], µ ∈ M.

Ìíîæåñòâî ñåìåéñòâ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ai, i = 1, n, îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn(M).

Òåîðåìà (È.Í. Ñåðãååâ, 2012)

Äëÿ ëþáîãî n ≥ 2 ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:
• äëÿ âñÿêîãî a ∈ Fn(M) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ω1(· ; a) ∈ B2(M);
• ñóùåñòâóþò M è a ∈ Fn(M) òàêèå, ÷òî ω1(· ; a) /∈ B1(M).

Òåîðåìà (Â.À. Ïîõà÷åâñêèé, Â.Â. Áûêîâ, 2025)

• Äëÿ ëþáûõ n ≥ 2 è a ∈ Fn(M) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
ω1(· ; a) ∈ L2(M).
• Êëàññ ôóíêöèé {ω1(· ; a) : a ∈ F2(M)} ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
ôóíêöèé M → R+, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó L2(M).
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Îáîáùåíèå ÷àñòîòû íà ñëó÷àé âåêòîð-ôóíêöèè

Ñëàáûé âåðõíèé (íèæíèé) ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè çíàêîâ, íóëåé,
êîðíåé èëè ãèïåðêîðíåé âåêòîð-ôóíêöèè x : R+ → Rn � ýòî
âåëè÷èíà

ν̂κ◦ [x] = lim
t→+∞

inf
a∈Rn

∗

π

t
νκ(⟨x, a⟩, t) (ν̌κ◦ [x] = lim

t→+∞
inf

a∈Rn
∗

π

t
νκ(⟨x, a⟩, t)),

ïðè κ = −, 0,+, ∗ ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå, à çâåçäî÷êà â íèæíåì èíäåêñå îáîçíà÷àåò
âûêàëûâàíèå íóëÿ.
Àíàëîãè÷íî, ñèëüíûé âåðõíèé (íèæíèé) ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè
çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé èëè ãèïåðêîðíåé çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

ν̂κ• [x] = inf
a∈Rn

∗
lim

t→+∞

π

t
νκ(⟨x, a⟩, t) (ν̌κ• [x] = inf

a∈Rn
∗

lim
t→+∞

π

t
νκ(⟨x, a⟩, t)).
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Êëàññèôèêàöèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî çàäà÷ Êîøè{
ẋ = A(t, µ)x, x ∈ Rn, t ∈ R+,

x(0) = ξ(µ).

Åñëè êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû A íåïðåðûâíû, òî ïðè êàæäîì µ ∈ M
çàäà÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(· , µ). Òàêèì îáðàçîì,
ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè
ïàðàìåòðà: µ 7→ ν̃κ⋄ [x(· , µ)], ãäå ⋄ ∈ {◦, •},˜∈ {ˇ , ˆ} è κ ∈ {−, 0,+, ∗}.

Òåîðåìà (Â.À. Ïîõà÷åâñêèé, Â.Â. Áûêîâ, 2025)

Åñëè ôóíêöèè A : R+ × M → Rn×n è ξ : M → Rn (n ≥ 2) íåïðåðûâíû,
òî ν̌∗◦ ∈ U2(M) è ν̂∗◦ ∈ L3(M).
Åñëè ôóíêöèÿ A èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ
ïî t, òî òàêæå ν̌+◦ ∈ U2(M) è ν̂+◦ ∈ L3(M).
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Íàèáîëüøèé íèæíèé ñëàáûé ïîêàçàòåëü

Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t, µ)x, x ∈ Rn, t ∈ R+, µ ∈ M.

Òåîðåìà (È.Í. Ñåðãååâ, 2012)

Åñëè ôóíêöèÿ A íåïðåðûâíà, òî ôóíêöèÿ

µ 7→ sup
x∈S∗(A(· ,µ))

ν̌∗◦ [x], µ ∈ M,

ïðèíàäëåæèò êëàññó B2(M).

Òåîðåìà (Â.À. Ïîõà÷åâñêèé, Â.Â. Áûêîâ, 2025)

Åñëè ôóíêöèÿ A èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ
ïî t, òî ôóíêöèÿ

µ 7→ sup
x∈S∗(A(· ,µ))

ν̌+◦ [x], µ ∈ M,

ïðèíàäëåæèò êëàññó U2(M).
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Ñëó÷àé ñåìåéñòâà ñèñòåì íà ïëîñêîñòè

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò äîïóñêàåò ñëåäóþùåå
îáðàùåíèå.

Òåîðåìà (Â.À. Ïîõà÷åâñêèé, Â.Â. Áûêîâ, 2025)

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : M → R+ êëàññà U2(M) ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî
äâóìåðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t, µ)x, x ∈ R2, t ∈ R+, µ ∈ M,

ñ ôóíêöèåé A, èìåþùåé íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ
ïî t, òàêîå, ÷òî ôóíêöèè

µ 7→ sup
x∈S∗(A(· ,µ))

ν̌κ◦ [x], µ ∈ M, κ ∈ {−, 0,+, ∗},

ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèåé f .
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Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè

Òåîðåìà (Â.À. Ïîõà÷åâñêèé, Â.Â. Áûêîâ, 2025)

Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+,

ìíîæåñòâà ν̌∗◦(S∗(A)) è ν̂∗◦(S∗(A)) ÿâëÿþòñÿ ñóñëèíñêèìè. Åñëè A
èìååò áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå êîýôôèöèåíòû, òî òî æå
âåðíî äëÿ ìíîæåñòâ ν̌+◦ (S∗(A)) è ν̂+◦ (S∗(A)).

Òåîðåìà (À.Õ Ñòàø, 2023)

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n ≥ 3 è ñóñëèíñêîãî ìíîæåñòâà P ⊂ R+,
ñîäåðæàùåãî íóëü, ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà, ñïåêòðû
âåðõíèõ ÷àñòîò Ñåðãååâà ω̂0, ω̂−, ω̂+ è âåðõíèõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé
êîëåáëåìîñòè ν̂0

• , ν̂
−
• , ν̂

+
• íóëåé, çíàêîâ è êîðíåé êîòîðîãî ñîâïàäàþò

ñ ìíîæåñòâîì P.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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