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Рассмотрим уравнение

Dα
0yu(x, η) −

∂2

∂x2

[

au(x, y) + bDα
0yu(x, η)

]

= f(x, y), (1)

в области Ω = {(x, y) : x ∈ R, y > 0}, где a, b – заданные положительные
числа; Dα

0y – частная производная по переменной y порядка α ∈]0, 1]; f(x, y) –

известная функция; u(x, y) – искомая функция.

Уравнение (1) при α = 1 совпадает с обыкновенным уравнением Аллера 1,,
которое относят к уравнениям псевдопараболического типа2,.

В работах3, 4 для уравнения (1) рассмотрены первая и вторая краевые за-
дачи в нелокальной постановке, для которых решения выписываются в явном
виде.
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Решению различных локальных, нелокальных и смешанных задач для псев-
допараболических уравнений, в частности, и для уравнения Аллера посвящены
работы 5, 6, 7, 8 , 9 , 10 , 11 , 12 , 13 , 14
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Оператор дробного интегро - дифференцирования D
γ
cy в смысле Римана -

Лиувилля по переменной y порядка γ ∈ R с началом в точке c и с концом в точке
y, который действует на функцию g(y), определяется следующим образом15:

Dγ
cyg(η) =

sign(y − c)

Γ(−γ)

y
∫

c

g(η)dt

|y − η|γ+1
, γ < 0;

Dγ
cyg(η) = g(y), γ = 0;

Dγ
cyg(η) = signn(y − c)

dn

dyn
Dγ−n

cy g(η), n− 1 < γ ≤ n, n ∈ N,

где Γ(z) – есть гамма - функция Эйлера.

Для функции u = u(x, y), зависящей от двух переменных, оператор част-
ного интегро - дифференцирования D

γ
cyu(x, η) по переменной y определяется

так же, как и для функции одной переменной, при этом вторая переменная x

рассматривается как параметр.

15Нахушев А.М. Дробное исчисление и его применение. М.: Физматлит. 2003. 272 с.



В области Ω рассмотрим функцию

G
ρ
α,β

(x; y) =
yβ−1

2

∞
∑

n=0

(−1)n|x|n
n!

b−ρE
ρ
α,β

(

−a

b
yα
)

, (2)

где ρ = n+1

2
, 0 < α, β ≤ 1.

Здесь

E
ρ
α,β

(z) =
∞
∑

k=0

(ρ)k

Γ(αk + β)

zk

k!
, z, α, β, ρ ∈ C, Re(α) > 0

– есть обобщенная функция Миттаг-Леффлера 16, которая в литературе также
называют функцией Прабхакара или трехпараметрической функцией Миттаг-
Леффлера.

Через (ρ)k обозначают символ Похгаммера, который определяется равен-
ством

(ρ)k =
Γ(ρ+ k)

Γ(ρ)
=

{

ρ(ρ+ 1) . . . (ρ+ k − 1), k ∈ N, ρ ∈ C;
1, k = 0, ρ ∈ C\{0}.

16Prabhakar T.R. A Singular Integral Equation with a Generalized Mittag-Leffler Function
in the Kernel // Yokohama Mathematical Journal. 1971. Vol. 19. Pp. 7 - 15.



Для обобщенной функции Миттаг-Леффлера справедливы следующие фор-
мулы интегро - дифференцирования

dn

dzn

[

zβ−1E
ρ
α,β

(λzα)
]

= zβ−n−1E
ρ
α,β−n

(λzα), n ∈ N, (3)

D
−µ
0y

[

tβ−1E
ρ
α,β

(−ctα)
]

= yβ+µ−1E
ρ
α,β+µ

(−cyα) , µ > 0 (4)

и формула автотрансформации17

E
ρ
α,β−α

(z)− E
ρ−1

α,β−α
(z) = zE

ρ
α,β

(z). (5)

17Shukla A.K., Prajapati J.C. On a generalization of Mittag-Leffler function and its
properties // J. Math. Anal. Appl. 2007. Vol. 336. Pp. 797 – 811.



Учитывая формулы (3)-(5), получаем некоторые свойства для функции G
ρ
α,β

(x; y),

которая определяется формулой (2).

Свойство 10. Для функции G
ρ
α,β

(x; y) справедлива формула интегрирования

дробного порядка

D
−µ
0y G

ρ
α,β

(x; t) = G
ρ
α,β+µ

(x; y), µ > 0. (6)

Свойство 20. Для функции G
ρ
α,β

(x; y) справедливы формулы дифференциро-

вания целого порядка n ∈ N:

∂n

∂yn
G

ρ
α,β

(x; y) = G
ρ
α,β−n

(x; y); (7)

∂n

∂xn
G

ρ
α,β

(x; y) = (−sign(x))nG
ρ+n 1

2

α,β
(x; y). (8)

Свойство 30. Для функции G
ρ
α,β

(x; y) справедлива формула дифференцирова-

ния дробного порядка

D
µ
0yG

ρ
α,β

(x; t) = G
ρ
α,β−µ

(x; y), µ > 0. (9)



Свойство 40. Для функции G
ρ
α,β

(x; y) выполняется равенство

G
ρ
α,β

(x; y)− b
∂2

∂x2
G

ρ
α,β

(x; y) = aG
ρ+1

α,β+α
(x; y). (10)

Свойство 50. Функцию G
ρ
α,β

(x; y) можно записать в терминах функции Райта

следующим образом

G
ρ
α,β

(x; y) =
yβ−1

2
√
b

∞
∫

0

t−
1

2 e−tφ

(

1

2
,
1

2
;−
√

t

b
|x|
)

φ
(

α, β;−a

b
tyα
)

dt, (11)

где функция Райта определяется как степенной ряд18

φ(ρ, β; z) =
∞
∑

k=0

zk

Γ(k + 1)Γ(ρk + β)
, ρ > −1, β, z ∈ C.

18Wright E.M. The Asymptotic Expansion of the Generalized Bessel Function // Proceedings
of the London Mathematical Society, : 1935. s2-38. Pp. 257–270.



Лемма. Пусть 0 ≤ η < y и x, ξ ∈ R. Функция G
ρ
α,α(x − ξ; y − η) является

решением уравнения

Dα
ηyG

ρ
α,α(x−ξ; t−η)−a

∂2

∂x2
Gρ

α,α(x−ξ; y−η)−bDα
ηy

∂2

∂x2
Gρ

α,α(x−ξ; t−η) = 0 (12)

как функция переменных x, y и является решением уравнения

Dα
yηG

ρ
α,α(x−ξ; y−t)−a

∂2

∂ξ2
Gρ

α,α(x−ξ; y−η)−bDα
yη

∂2

∂ξ2
Gρ

α,α(x−ξ; y−t) = 0 (13)

как функция переменных ξ, η.



Регулярным решением уравнения (1) назовем функцию u = u(x, y) такую,
что y1−αu ∈ C(Ω̄) и Dα

0yu,D
α
0yuxx, uxx ∈ C(Ω), удовлетворяющую уравнению

(1) в области Ω.

Задача Коши. Найти регулярное в области Ω решение u = u(x, y), удо-

влетворяющее уравнению (1) и начальному условию

lim
y→0

Dα−1

0y u(x, η) = ϕ(x), x ∈ R, α ∈]0, 1], (14)

где ϕ(x) – заданная непрерывная функция.

Теорема. Пусть функция y1−αf(x, y) ∈ C(Ω), ϕ(x), ϕ′′(x) ∈ C(R) Тогда
существует единственное регулярное решение уравнения (1) в области Ω удо-
влетворяющее условию (14) и представимое в виде

u(x, y) =

∞
∫

−∞

Gρ
α,α(x−ξ; y)

[

ϕ(ξ) − bϕ′′(ξ)
]

dξ+

∞
∫

−∞

y
∫

0

Gρ
α,α(x−ξ;y−η)f(ξ, η)dξdη,

где функция G
ρ
α,α(x− ξ; y − η) определяется равенством (2).
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