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Введение

Для заданной области G ⊂ Rn (n ∈ N) рассмотрим системы вида

ẋ = f(t, x), t ∈ R+ ≡ [0,+∞), 0, x ∈ G , (f )

с условиями

f (t, 0) = 0, t ∈ R+, f , f ′x ∈ C(R+,G),

обеспечивающими для них наличие нулевого решения, а также
существование и единственность решения задачи Коши.
Введем обозначения:

xf (·, x0) — непродолжаемое решение системы (f) с начальным
условием xf (0, x0) = x0;

Bδ ≡ {x0 ∈ Rn | |x0| ⩽ δ} — шар радиуса δ > 0;

M∗ ≡ M \ {0} — выкалывание нуля.

Выделим стандартные разновидности систем вида (f): одномерные,
двумерные, периодические, линейные, скалярные и автономные.
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Введение

Изучаем полные (или хотя бы почти полные) свойства системы (f):

стабильностные по отношению к нулевому решению, т. е. связанные
с его ляпуновскими устойчивостью, асимптотической устойчивостью
или полной неустойчивостью, а также с соответствующими их
перроновскими и верхнепредельными аналогами;

осцилляционные, т. е. связанные с колеблемостью, вращаемостью,
блуждаемостью решений (относительно начала координат), а также
с их свойствами, противоположными к перечисленным.

Для измерения полноты этих свойств вводим их меры (по сути —
стохастического характера): они дают точную оценку снизу для доли,
которую по отношению ко всем решениям, близким к нулевому, занимают
решения, обладающие заданным свойством.
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Введение

Для системы (f) исследуем соотношения и логические связи между ее:

различными стабильностными свойствами;

различными осцилляционными свойствами;

мерами различных свойств;

свойствами и их мерами.

Эта тематика начала активно развиваться (почему-то) только в XXI веке.
В исследованиях по ней уже приняли участие:

Артисевич А.Е., Лобода Н.А., Панеш А.А., Сташ А.Х.;

Барабанов Е.А. , Быков В.В., Войделевич А.С., Похачевский В.А.;

Бондарев А.А., Бурлаков Д.С., Васильев В.Д., Гаргянц А.Г.,
Денисов Н.В., Лысак М.Д., Миценко В.В., Сергеев И.Н.,
Смоленцев М.В., Цой С.В., Шишлянников Е.М.;

Горицкий А.Ю., Фисенко Т.Н.
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I. Полные стабильностные свойства
Различные стабильностные свойства задает

Определение 1
Система (f) (нулевое решение) обладает ляпуновским, перроновским или
верхнепредельным свойством (полным стабильностным):

устойчивостью (почти), если для любого ε > 0 существует такое
δ > 0, что для любого x0 ∈ Bδ

∗ (почти) соответственно имеем

sup
t∈R+

|xf (t, x0)| ⩽ ε, lim
t→+∞

|xf (t, x0)| ⩽ ε, lim
t→+∞

|xf (t, x0)| ⩽ ε (2)

(предполагается, что решение xf (·, x0) определено на всем луче R+);

асимптотической устойчивостью (почти):
– перроновской или верхнепредельной, если существует такое δ > 0,
что для любого x0 ∈ Bδ

∗ (почти) выполнено условие (2) при ε = 0;

– ляпуновской, если она обладает одновременно как ляпуновской, так
и асимптотической верхнепредельной устойчивостью (почти);

полной неустойчивостью (почти), если для некоторых ε, δ > 0 любое
x0 ∈ Bδ

∗ (почти) не удовлетворяет соответствующему условию (2).

И.Н. Сергеев Стабильностные и осцилляционные свойства



I. Полные стабильностные свойства

Каждому стабильностному свойству его функционал задает

Определение 2
Для функций x : R+ → Rn

∗ определим функционалы Φκ(x) ляпуновских,
перроновских и верхнепредельных свойств с ассоциированным значением
κ = λ, π, σ:

устойчивости и неустойчивости — формулами

Φλ(x) ≡ sup
t∈R+

|x(t)|, Φπ(x) ≡ lim
t→+∞

|x(t)|, Φσ(x) ≡ lim
t→+∞

|x(t)|

(если функция x определена не на всем R+, то Φκ(x) = +∞);

асимптотической устойчивости — формулами

Φκ0 ≡ sgnΦκ , κ = π, σ, Φλ0 ≡ Φλ +Φσ0 .
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I. Полные стабильностные свойства
Стабильностные свойства и их связи с функционалами описывают

Теорема 1
Для любой системы (f) ее устойчивость какого-либо типа вытекает из ее
одноименной асимптотической устойчивости и несовместима с ее
одноименной полной неустойчивостью.

Теорема 2
Функционалы стабильностных свойств удовлетворяют неравенствам

0 ⩽ Φπ ⩽ Φσ ⩽ Φλ, 0 ⩽ Φπ0 ⩽ Φσ0 ⩽ Φλ0 , Φλ ⩽ Φλ0 .

Теорема 3
Система (f) обладает ляпуновским, перроновским или верхнепредельным
полным стабильностным свойством — устойчивостью, неустойчивостью,
асимптотической устойчивостью тогда и только тогда, когда при
ассоциированном значении κ = λ, π, σ выполнено условие

lim
x0→0

Φκ(xf (·, x0)) = 0, lim
x0→0

Φκ(xf (·, x0)) > 0, lim
x0→0

Φκ0(xf (·, x0)) = 0.
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II. Полные осцилляционные свойства
Осцилляционные функционалы задает

Определение 3
При t > 0 и x : [0, t] → Rn

∗ (n > 1) определим функционалы Φκ(t, x)
блуждаемости, колеблемости, вращаемости при κ = ρ, ν, θ:

Φρ(t, x) ≡ inf
L∈AutRn

1

t

∫ t

0

d

dτ

∣∣∣∣ Lx(τ)

|Lx(τ)|

∣∣∣∣ dτ — минимальная (по L)

средняя вариация следа функции x на единичной сфере за время t;

Φν(t, x) — минимальное (по L ∈ AutRn) нормированное среднее, т.е.
умноженное π/t, число нулей функции P1Lx на промежутке (0, t],
где P1 — проектор на фиксированную прямую в Rn (если хотя бы
один из этих нулей кратен, то функционал не определен);

Φθ(t, x) ≡ inf
L∈AutRn

1

t
|φ(t,P2Lx)| — минимальная (по L) средняя

угловая скорость вектора P2Lx(τ) за время t, где φ(t,P2Lx) —
непрерывный ориентированный угол между вектором P2Lx(t) и
начальным вектором P2Lx(0), а P2 — проектор на фиксированную
плоскость в Rn (если P2Lx(τ) = 0 хотя бы при одном τ ∈ [0, t], то
функционал не определен).
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II. Полные осцилляционные свойства

С помощью введенных функционалов осцилляционные свойства задает

Определение 4
Скажем, что система (f) обладает следующим полным осцилляционным
свойством при ассоциированном значении κ = ρ, ν, θ:

блуждаемостью, колеблемостью, вращаемостью, если выполнено
соответствующее условие

κ(f ) ≡ lim
t→+∞

lim
x0→0

Φκ(t, xf (·, x0)) > 0;

неблуждаемостью, неколеблемостью, невращаемостью, если
выполнено соответствующее условие

κ̄(f ) ≡ lim
t→+∞

lim
x0→0

Φκ(t, xf (·, x0)) = 0,

причем все эти свойства, кроме вращаемости и невращаемости, будем
считать стандартными.
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II. Полные осцилляционные свойства
Замечательную (даже удивительную!) связь между колеблемостью,
блуждаемостью и вращаемостью раскрывают

Теорема 4
Для решений любых (f), t > 0 и x0 ∈ G∗ верны соотношения

θ(f ) ⩽ ν(f ) = ρ(f ), θ̄(f ) ⩽ ν̄(f ) = ρ̄(f ), Φν(t, xf (·, x0)) = Φρ(t, xf (·, x0))

(при условии, что значение функционала Φν определено).

Теорема 5
Полная блуждаемость (неблуждаемость) системы (f) равносильна ее
полной колеблемости (неколеблемости) и вытекает из полной
вращаемости (соответственно, влечет за собой полную невращаемость).

Теорема 6
При n = 2 существует линейная периодическая система (f), обладающая
полными блуждаемостью, колеблемостью и невращаемостью.
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III. Меры свойств

Стабильностные меры задает

Определение 5
Меры стабильностных свойств — ляпуновской, перроновской или
верхнепредельной при ассоциированном значении κ = λ, π, σ:
устойчивости, неустойчивости и асимптотической устойчивости системы
(f) зададим соответственно формулами

µκ(f ) = lim
ε→+0

lim
δ→+0

mesMκ(f , ε, δ)

mesBδ
,

µκ̄(f ) = lim
ε→+0

lim
δ→+0

mesMκ̄(f , ε, δ)

mesBδ
,

µκ0(f ) = lim
ε→+0

lim
δ→+0

mesMκ0(f , ε, δ)

mesBδ
,

где Mκ(f , ε, δ),Mκ̄(f , ε, δ) и Mκ0(f , ε, δ) — множества всех начальных
значений x0 ∈ Bδ

∗ , удовлетворяющих соответствующему требованию

Φκ(xf (·, x0)) ⩽ ε, Φκ(xf (·, x0)) > ε, Φκ0(xf (·, x0)) ⩽ ε.
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III. Меры свойств

Осцилляционные меры задает

Определение 6
Для системы (f) зададим при ассоциированном значении κ = ρ, ν, θ меры
осцилляционных свойств:

блуждаемости, колеблемости, вращаемости — формулами

µκ(f ) ≡ lim
ε→+0

lim
t→+∞

lim
δ→+0

mesMκ(f , ε, t, δ)

mesBδ
;

неблуждаемости, неколеблемости, невращаемости — формулами

µκ̄(f ) ≡ lim
ε→+0

lim
t→+∞

lim
δ→+0

mesMκ̄(f , ε, t, δ)

mesBδ
,

где через Mκ(f , ε, t, δ) и Mκ̄(f , ε, t, δ) обозначены множества всех
значений x0 ∈ Bδ

∗ , удовлетворяющих соответственно требованию

Φκ(t, xf ( · , x0)) > ε, Φκ(t, xf ( · , x0)) ⩽ ε.
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III. Меры свойств

Полный набор ключевых соотношений для всех изучаемых мер содержит

Теорема 7
Для любой системы (f) меры ее стабильностных и осцилляционных
свойств определены корректно и удовлетворяют соотношениям

0 ⩽ µκ(f ) + µκ̄(f ) ⩽ 1, κ = λ, π, σ, θ, ν, ρ,

0 ⩽ µλ(f ) ⩽ µσ(f ) ⩽ µπ(f ) ⩽ 1, 1 ⩾ µλ̄(f ) ⩾ µσ̄(f ) ⩾ µπ̄(f ) ⩾ 0,

0 ⩽ µλ0(f ) ⩽ µσ0(f ) ⩽ µπ0(f ) ⩽ 1, µκ0(f ) ⩽ µκ(f ), κ = λ, π, σ,

0 ⩽ µθ(f ) ⩽ µν(f ) = µρ(f ) ⩽ 1, 1 ⩾ µθ̄(f ) ⩾ µν̄(f ) = µρ̄(f ) ⩾ 0.
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III. Меры свойств
В одномерном случае для стабильностных свойств и мер верны

Теорема 8
При n = 1 для любой системы (f) любое ее стабильностное ляпуновское
свойство равносильно ее одноименному верхнепредельному свойству.

Теорема 9
При n = 1 для любой системы (f) имеют место соотношения

µκ(f ), µκ̄(f ), µκ0 ∈ {0, 1/2, 1}, µκ(f ) + µκ̄(f ) = 1, κ = λ, π, σ,

µλ(f ) = µσ(f ) ⩽ µπ(f ), µλ̄(f ) = µσ̄(f ) ⩾ µπ̄(f ), µλ0(f ) = µσ0(f ) ⩽ µπ0(f ).

Теорема 10
При n = 1 каждое из перечисленных в предыдущей теореме неравенств
для некоторой линейной системы (f) является строгим, а для некоторой
автономной системы (f), не обладающей никаким полным стабильностным
свойством, все неравенства обращаются в равенства, а меры равны 1/2.
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III. Меры свойств

Значительную вариативность наборов стабильностных мер демонстрируют

Теорема 11
При любом n > 1 для каждых 0 ⩽ µ0 ⩽ µ ⩽ 1 существует автономная
система (f), меры стабильностных свойств которой удовлетворяют
следующим равенствам

µκ0(f ) = µ0, µκ(f ) = µ, µκ̄(f ) = 1− µ, κ = λ, σ, π.

Теорема 12
При n = 2 для каждого 0 ⩽ µ ⩽ 1 существует периодическая система (f),
меры осцилляционных свойств которой удовлетворяют следующим
равенствам

µκ(f ) = µ, µκ̄(f ) = 1− µ, κ = ρ, ν.
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IV. Линейные системы
Особенности стабильностных свойств линейных систем подчеркивают

Теорема 13
Для любой линейной системы (f) любое ее стабильностное ляпуновское
свойство равносильно ее одноименному верхнепредельному свойству.

Теорема 14
Любая линейная система (f) обладает следующими свойствами:

либо асимптотической устойчивостью всех трёх типов;

либо и ляпуновской, и верхнепредельной устойчивостью, но не
асимптотической, а при этом — по меньшей мере одним из
следующих перроновских свойств: или также устойчивостью, но не
неасимптотической, или даже асимптотической устойчивостью;

либо и ляпуновской, и верхнепредельной почти полной (возможно
даже полной) неустойчивостью, а при этом — по меньшей мере
одним из следующих перроновских свойств: или также почти полной
неустойчивостью, или устойчивостью, но не асимптотической, или
даже асимптотической устойчивостью.
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IV. Линейные системы

Наборы стабильностных мер для линейных систем описывают

Теорема 15
Для любой линейной системы (f) справедлива ровно одна из следующих
трех цепочек соотношений

µλ0(f ) = µσ0(f ) = µπ0(f ) = 1 > 0 = µπ̄(f ) = µσ̄(f ) = µλ̄(f );

µλ(f ) = µσ(f ) = µπ(f ) = 1 > 0 = µπ̄(f ) = µσ̄(f ) = µλ̄(f );

µλ(f ) = µσ(f ) = 0 < 1 = µσ̄(f ) = µλ̄(f ).

Теорема 16 (+А.Гаргянц)

При любом n ∈ N каждая из трех перечисленных в предыдущей теореме
цепочек реализуется на некоторой линейной системе вида (f), причём
вторая при каждом µ = 0, 1 реализуется на системе, удовлетворяющей
дополнительному равенству µπ0(f ) = µ, а третья при каждом µ ∈ [0, 1] и
при любом n > 1 — на системе, удовлетворяющей дополнительным
равенствам µπ(f ) = µ и µπ̄(f ) = 1− µ.
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IV. Линейные системы

Наборы осцилляционных мер для линейных систем начинают описывать

Теорема 17
При n = 2 для любой линейной системы (f) справедлива ровно одна из
следующих трех цепочек соотношений

µθ(f ) = µν(f ) = µρ(f ) = 1 > 0 = µθ̄(f ) = µν̄(f ) = µρ̄(f ),

µθ(f ) = 0 < 1 = µθ̄(f ),

µθ(f ) = 0 = µθ̄(f ) = µν̄(f ) = µρ̄(f ).

Теорема 18
При n = 2 первая из трех перечисленных в предыдущей теореме цепочек
реализуется на некоторой линейной системе.
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IV. Линейные системы
Описание наборов осцилляционных мер для линейных систем завершают

Теорема 19
При n = 2 для каждого µ ∈ [0, 1] существует линейная периодическая
система (f), удовлетворяющая соотношениям

µθ(f ) = 0 ⩽ µ = µν(f ) = µρ(f ), µθ̄(f ) = 1 ⩾ 1− µ = µν̄(f ) = µρ̄(f ).

Теорема 20
При n = 2 для каждого µ ∈ [0, 1] существует линейная система (f),
удовлетворяющая соотношениям

µθ(f ) = 0 ⩽ µ = µν(f ) = µρ(f ), 0 = µθ̄(f ) = µν̄(f ) = µρ̄(f ).

Теорема 21
При n = 2 существует линейная система (f), не обладающая ни одним
осцилляционным свойством и удовлетворяющая равенствам

µθ(f ) = µν(f ) = µρ(f ) = 0 = µθ̄(f ) = µν̄(f ) = µρ̄(f ).
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